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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РАСЧЕТА  
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК КРЫЛА  

ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ ДВИЖЕНИИ

С использованием приближенных выражений для составляющих гидродинамических 
сил через коэффициенты аэродинамических производных первого порядка и кинемати­
ческих параметров движения построена математическая модель работы плоского жест­
кого крыла различного удлинения при больших амплитудах линейных и угловых коле­
баний, а также различных положениях оси вращения крыла. Получены формулы для 
вычисления тяги, мощности и кпд в случае гармонических колебаний крыла. Показано 
хорошее согласие результатов расчета по полученным формулам с соответствующими 
известными численными решениями.
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В теории нестационарной аэро-гидродинамики крыла краевые задачи, как правило, 
сводят к решению интегральных уравнений, которые далее решаются либо численными 
методами (чаще всего) либо аналитическими (в некоторых частных случаях) [1-6]. В 
книгах С.М. Белоцерковского [7] и Д.Н. Горелова [8] изложены численные методы ре­
шения сингулярных интегральных уравнений теории крыла.

Возможности аналитических методов весьма ограничены. Они разработаны доста­
точно подробно лишь для бесконечных крыльев (плоская задача) в линейной постанов­
ке. Для крыльев конечного размаха есть решения, касающиеся только весьма малых уд­
линений, в случаях очень малых и очень больших значений числа Струхаля.

Важно отметить, что все решения даже в нелинейной постановке задачи не в пол­
ной мере описывают особенности обтекания крыла, формирования вихревого следа при 
нестационарном движении. Таким образом, при достаточно большой сложности исполь­
зуемых методов расчета решения для аэро-гидродинамических характеристик крыла тем 
не менее в каждом конкретном случае являются лишь некоторым приближением. Одно­
временно имеющиеся частные решения задачи порой проблематично применить для 
расчетов в конкретных случаях кинематики движения крыла определенной формы.

Вместе с тем целый ряд прикладных задач, касающихся гидроплавания и полета 
летательных аппаратов, требуют разработки инженерных методов расчета, позволяющих 
достаточно точно оценить силовые и моментные характеристики крыла в рассматривае­
мом случае движения при доступных алгоритмах расчета. Такая задача была поставле­
на, прежде всего, в интересах изучения вопросов гидробионики, гидродинамики плава­
ния дельфинов и рыб, оценки пропульсивных характеристик крыльевых движителей.

В основу решения задачи были положены модели разделения гидродинамических 
сил на циркуляционные и инерционные составляющие, а также линейные выражения 
для гидродинамических характеристик крыла с использованием коэффициентов аэроди­
намических производных [6]. Такой подход к решению задачи представляется перспек-
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тивным, поскольку имеется достаточно обширная база данных по коэффициентам аэро­
динамических производных крыла различной формы, полученная численными методами 
в линейной постановке задачи, и появляется возможность получить относительно про­
стые расчетные формулы для оценки гидродинамических сил и кпд, развиваемых жест­
ким плоским крылом в несжимаемой жидкости.

Некоторые основные положения и результаты решения наиболее полно представ­
ляются в настоящей работе.

Рассмотрим решение плоской (двухмерной) малоамплитудной задачи о неустано- 
вившемся движении тонкого профиля, которое было изложено, в частности, в работах 
А.И. Некрасова [1] и Л И . Седова [2]. В случае малых колебаний профиля относительно 
некоторого основного движения авторами были получены выражения для гидродинами­
ческих сил, допускающие простое физическое толкование.

Пусть имеется тонкое крыло, движущееся в безграничном объеме жидкости, по­
коящейся на бесконечности, и движение крыла можно представить в виде основного 
движения со скоростью Uq и наложенного на него добавочного движения с малыми пе­
ремещениями и скоростями. При рассмотрении движения крыла в подвижной системе 
координат ХО Y, движущейся со скоростью С/о, полагалось, что при колебаниях с задней 
кромки профиля сходит линия разрыва скоростей или вихревая пелена и на задней 
кромке выполняется условие Чаплыгина-Жуковского о конечности скорости. При этом 
в работах [1,2] были получены следующие интегральные уравнения для подъемной си­
лы Y, нормальной к линии профиля, и подсасывающей силы X, направленной вдоль ли­
нии профиля:

, ^ ь т, г Y& > №

f iT m 1

X  = р nb ' , +{ у 2к ) ] уШ Х

(i)

2
где m* = р7Т(/>/2) -  присоединенная масса профиля, Ь/2 -  половина хорды, vn -  нормаль­
ная скорость в центре профиля, 0},= db/dt -  угловая скорость, г/(/‘) -  угол наклона кры­

ла к горизонтальной оси, у(^, t) -  вихревая интенсивность в следе на расстоянии ^  от 
центра крыла, р -  плотность среды.

Несложными преобразованиями выражения (1) можно представить в виде

Y = - m * ^ L- p U ()r ,
dt F 0 (2)

X  = m*  v,;co_ + ру„Г -  p nbut (v„ — u,) .

можно рассматривать как присоединенную цир-Здесь величину Г  -  Tib | vn -  ~=-  -  и,
у

1 гкуляцию, а и, = —  , =  как некоторую эффективную вызванную скорость,
2 * ^ - ( 4 / 2  f

обусловленную наличием за крылом вихревой пелены.
Теперь рассмотрим задачу о неустановившемся движении крыла конечного разма­

ха (рис. 1) в постановке, аналогичной постановке в плоской задаче. При этом пусть фор­
ма крыла в плане будет симметрична относительно центральной линии ОZ. Будем пола­
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гать, что в случае неустановившегося движения крыла конечного размаха влияние следа 
на гидродинамические характеристики крыла можно, так же как в плоской задаче, 
учесть введением некоторой эффективной индуцируемой скорости. При этом будем счи­
тать применимым метод плоских сечений и допускать справедливость соотношений, 
аналогичных (1) [9, 10]:

7 I
У = - m * —JL- p U 0^ Г  [z)dz,

(3)
X  = т * v„co. + pv„ |  Г  (z) dz -  X„

-i
/

где m* -  присоединенная масса крыла; X i b { z ) f , { z ) [ v n -  f t (z))dz  -  индуктивное
-i

«сопротивление»; / ,  -  некоторая эффективная скорость, индуцируемая вихревой пеле­
ной, остающейся в следе; v„ -  нормальная скорость крыла в точках оси симметрии крыла 
0Z; b(z) -  хорда крыла в сечении z = const; / -  полуразмах крыла.

Так как v„ не зависит от z, для X, можно сделать оценку «сверху» [9, 10]:

Х,<р  n S ^ ,  (4)

где S -  площадь крыла.
До сих пор мы рассматривали случай малоамплитудных колебаний бесконечного 

крыла и крыла конечного размаха. Теперь перейдем к случаю больших амплитуд.
Рассмотрим движение крыла конечного размаха в неограниченном объеме жидко­

сти. Пусть форма крыла в плане является симметричной относительно оси 0Z в системе 
координат 0XYZ, движущейся с постоянной скоростью Uo в направлении ОХ. Движение
крыла задается законом колебаний у  = y{t), «  = «(/■) и Ф = Ф(/) (рис. 1), у  -  линейные ко­

лебания крыла, Ф -  угол наклона крыла к плоскости ОХУ, а  -  угол атаки. Будем допус­
кать, что при больших амплитудах поперечных и угловых колебаний мгновенные значе­
ния угла атаки являются малыми величинами и характер обтекания крыла безотрывным.

Тогда, исходя из физических закономер­
ностей, для составляющих гидродинамических 
сил в рассматриваемом случае будут справед­
ливы соотношения, аналогичные (3):

Рис. 1. Схема, поясняющая 
постановку задачи.

У = - т * - ^ - - р и  c o s a j  r[z )dz ,

, (5)
X  = т * v(IC0. + pv  ̂|  Г  (z)dz -  Xi.

-/

где U -  абсолютная скорость движения крыла 
(относительно неподвижной жидкости); v„ -  
нормальная к плоскости крыла составляющая 
скорости U\ т* -  присоединенная масса крыла; 
Г  -  циркуляция в сечении крыла Z; р -  плот-

d bность жидкости; со = — .
dt
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Подъемная сила Y, нормальная к плоскости крыла, включает составляющую, обу­
словленную влиянием инерционности среды, и циркуляционную составляющую. Вектор 
подсасывающей силы X  в плоскости крыла перпендикулярен оси ОZ. Величина X  опре-

I
деляется значениями инерционного члена m*vnСОь, циркуляционного pv„ J r ( z ) d z  и ин-

-/
дуктивного сопротивления X,. Циркуляционные составляющие в соотношениях для 
подъемной и подсасывающей сил являются соответствующими проекциями силы Жу-

I
ковского р U ^ r ( z ) d z  , нормальной к вектору мгновенной скорости движения крыла.

-/
Величины U, v„ определены в точках оси симметрии крыла ОZ:

vw = Vy c°s d  -  Е/0 sin = С/ Sin a , (6)

где Vy = dy/dt, ОС -  мгновенный угол атаки крыла.
Проекция гидродинамических сил на ось ОХ (сила тяги) будет иметь вид:

F ' = X cos'O -F sin 'O - С cos'd. (7)
2

Здесь С = 2 (Сг  + Сро), Сх~  коэффициент сопротивления трения, Сро -  коэффициент со­
противления формы крыла.

На основании (5) и (7) выражение для силы тяги Fx можно представить в виде:

d (v, sin-0) г . . oSU2
F  = т *  1- р V [ Г  (z) dz -  X. cos b —--------С cos "0.

dt yl  2
(8)

Из последнего соотношения следует, что при периодическом законе колебаний 
среднее за период колебания крыла значение тяги Fx будет в основном определяться 
циркуляционным членом и индуктивным сопротивлением.

В линейном приближении для подъемной силы Y может быть сделана следующая 
оценка [6, 7]:

dv. „  oU 2 J  vn 4 v i  t (i)2̂
-  v y u  y u 2 y и  и 2 у

T  T 2-

Y = - m  * ̂  -  p U cos a  j  Л » dz = Щ -  S (9)

Здесь С , С , С 1, С ' -  коэффициенты аэродинамических производных (их еще назы­
вают коэффициентами вращательных производных [6, 7]), Ъ и S  -  хорда и площадь кры­
ла соответственно. При оценках Y  примем, что коэффициенты гидродинамических про­
изводных являются постоянными в течение периода колебаний, зависящими от числа 
Струхаля, которое имеет вид

sh „ = 7 7  (Ю)

Из выражения (9) получим:
/
f r ( z ) d z =  , _  ,
i  pU  cos a  2 cos a  y U y U2 y U y U j

С учетом выражения (8) получим формулу для тяги:

m*v US 
+  -

£ia £ja У„Ь  -̂т(о. (й-Ь_
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— X. cos тЗ — - С cosd
2

После несложных преобразований с учетом того, что —  = sin 0, получим

^  2т . . л

dt 2 cos а

- X .  cos - С cos д.
2

( 12)

Здесь 0 = ОС+тЭ- -  угол наклона траектории движения крыла.
Соотношение (12) получено в предположении, что кинематические параметры 

крыла заданы относительно его центра. Однако более интересен общий случай, когда 
кинематические параметры заданы относительно любой точки продольной оси крыла. 
Это особенно важно применительно к плаванию дельфинов и рыб с полулунным хвосто­
вым плавником. Существует предположение, что ось вращения хвостовой лопасти дель­
фина расположена вблизи ее задней кромки [3,4]. Это подтверждают оценки, сделанные 
в работах [9, 10] на основе кинематических параметров, полученных экспериментально.

Пусть в системе координат 0XYZ, движущейся в направлении оси ОХ с постоянной 
скоростью С/о, движение крыла задано периодическим законом колебаний точки х\ 
(рис. 1): Для оценки гидродинамических сил, развиваемых крылом в этом случае, можно 
воспользоваться полученным соотношением (12), однако все необходимые соотноше­
ния, описывающие движение крыла, должны быть записаны относительно его центра. 
Следует отметить, что при больших амплитудах линейных и угловых колебаний полу­
чение формул для составляющих гидродинамических сил в зависимости от положения 
оси вращения крыла только путем стандартного пересчета коэффициентов аэродинами­
ческих производных в линейном приближении некорректно.

Закон движения рассматриваемого крыла относительно центра определяется про­
екциями скоростей центра крыла относительно неподвижной жидкости:

крыла до точки х\. Точка над буквой здесь и далее обозначает производную по времени.
Формула (12) будет иметь вид для случая, когда кинематические параметры дви­

жения крыла заданы относительно точки х\ (а табулированные коэффициенты аэродина­
мических производных заданы в точке хп) и пересчитаны к центру крыла:

Vxc = V0 -co.xsini3, 

Vyc = Vyl+w:xcosV ,

(13)

(14)

где Vv] = y(t),  со. = i3 (/), y(/) -  вертикальные колебания крыла, x -  расстояние от центра
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/
( 15)

-X , cos -0 -  С cos 0.
2

Здесь и далее Fxc -  тяга; т* -  присоединенная масса крыла; vnc -  нормальная ско­

рость; р -  плотность среды; 0с -  угол между набегающим на крыло потоком и горизон­
тальной осью; С -  удвоенная сумма коэффициентов сопротивления трения и формы 
крыла; Uс -  мгновенная скорость потока, набегающего на крыло; X t -  индуктивное со­

противление крыла; Ъ -  хорда крыла; S -  его площадь (одной стороны); С“,, С“., С“: , С“г
-  коэффициенты аэродинамических производных [6, 7], также пересчитанные к центру 
крыла. Формула (15) отличается от формулы (12) наличием индекса «с» у тех величин, 
которые пересчитаны к центру крыла. Аналогично соотношениям (13), (14) выпишем 
выражения для других величин:

где а с -  угол атаки, пересчитанный к центру крыла.
Угол наклона крыла не имеет индекса «с», так как он одинаков во всех точках кры­

ла, в том числе и в точке х ,. Поэтому он определяется кинематическими параметрами 
именно этой точки (мгновенный угол набегающего потока 0 и угол атаки а  в точке х ,). 
Входящие в формулы (11)—(16) величины sinзЗ и cos-0 с учетом условия малости угла 
атаки могут быть записаны в виде sini3 = s in 0 -a c o s 0 , cosi3~cos0 + a s i n 0 . Здесь

Коэффициент полезного действия (кпд) крыла определяется как отношение полез­
ной энергии к затрачиваемой:

Здесь Fxc и F -  горизонтальная и вертикальная силы, действующие на крыло соответ­

ственно; Vvc -  вертикальная скорость крыла; М ,с -  момент сил относительно оси вра­
щения крыла, который имеет вид

vnc = Vvl cos тЗ -  U0 sin тЗ + to,x = Uc sin a c, (16)

0c = a c + £  = arctg(Kvc/ F j ,

u?  = vy2c + vx],

(17)

где

(18)

и

(19)
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М „  =
р SbU2c -mzcac -  mzc а СЬ

и п
- + т_

со ,Ь
- + т_

d)zb
Ul

(20)

В скобках формулы (20) величины m lzc,m"zc,m'dc , -  коэффициенты вращательных
производных момента [6, 7], также пересчитанные к центру крыла.

Проекция гидродинамических сил на ось 0F будет иметь вид (кинематические па­
раметры определены в центре крыла)

р S U 2
F  = X  sin d + F  cos'd 

J 2
Csin-0.

Это выражение с учетом соотношений (5) и (9) может быть записано в виде:

^ „ m*v,v sin-0 pv 51/sin О
F  = m \ coz sin  О  --+ — ----------------

U cos a  2 cos a
2k  + Г “ M  ^  -  С ^ Ш)2 Л

K ’ u  ’ U2 y и  и 2 J

p U 2S c o s$Т2 с  _  л  f  V "  v nb  t o j)  Й . ( 0 : b 2 Л

K y u  y u 2 y u  y u 2 ,
-  X,  sin О -  с  sin 0.

(21)

В правой части формулы (21) прибавим и вычтем выражение m*vn cos О. В резуль­
тате получим после некоторых преобразований:

t d ( v n cosO)
F  — —т —   -  +

dt
( coso - i > ^ l
V U cos a  J

2 m*vn 
pSU2 ~

c°> ^ b С> /,:Л
K > u  y u 2 y и  и 2 J

pSU2

(22)

■ X .s in O -^ ^ -C s in O .

Учитывая, что ^ -  = s ina ,  проведем промежуточные преобразования

v sin О со^0cos О — -------= — —. Тогда получим окончательно:
Ucos a  cos a

* d (v cosO) cos0 pS
r  = —m —1 -  H 1—

dt cos a  2

• X.  sin О -  с  sin 0.

- C av.,U -  b c & _ 2m *  

v PS b ,
ra-,4 ; 2

V„ +

+C“ ax bU + С “ dx b (23)

В этой формуле все кинематические параметры и производные берутся в центре 
крыла. Если кинематические параметры определены в произвольной точке крыла, а ко­
эффициенты аэродинамических производных -  в точке хц, выражение (23) примет сле­
дующий вид:
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Fc = _ w * ^ ( ^ С05д) +
dt 2 cos а ,

- C a v U  cos0„ -VC ПС с
f  о * л Г а 2т

ус pSb
bv_ cos0„ +

+с;-(й:ь и с cos 0с + q - ( b :b2 COS0c (24)

■X, sin d - С sin d.

Индекс «с» обозначает, что все параметры пересчитаны к центру крыла. Учитывая, что 
Uс cos0c = Vyc и cos а = 1, получим:

F  _ т*Л{упсьоъЪ) | pS 
rc dt 2

- С а v V ■ус ПС ус
(

г а 2т* 
ус р Sb

bv„ „cos0„ +

+ c ; ^ zbvyc+ c ; ^ zb2 cos0e

- X .  s in d - C sin d

Оценим долю подсасывающей силы в общей тяге ( Х хс). В этом случае получим 
выражение

Х хс = m*vncco. cos'd -  rnvnca c cosd+
/г\ г\

+■y ( c ; v i  +  ф „ 4а с - С » ,  - C j 6 ^ o c)c o s * .

Все табулированные коэффициенты вращательных производных [6, 7] соответст­
вуют стандартной системе координат (х, у, z), начало которой расположено в плоскости 
симметрии крыла на расстоянии % хорды от передней кромки центрального сечения 
крыла (центровка хц = 0.25). Поскольку кинематические параметры крыла приведены к 
его центру, коэффициенты аэродинамических производных также должны быть пере­
считаны к центру крыла (xc,yc,zc). Методику пересчета рассмотрим для случая беско­
нечного крыла на примере одного значения числа Струхаля, равного единице. В двух 
верхних строках таблицы приведены исходные значения коэффициентов аэродинамиче­
ских (вращательных) производных (для хц = 0.25), в двух последних -  пересчитанные 
значения для центра крыла.

Исходные (для д-ц = 0.25) и пересчитанные к центру крыла 
значения коэффициентов аэродинамических (вращательных) производных

с ; с ; Су у̂гСО,
/ maz та2 mz: ту

3.757 0.6239 1.878 -0.0807 0 -л /8 -л /8 -  Зл/64
Са С “ с 00-- С Ш; та та CD.т ■ 0)/77 -ус ус ZC ZC ZC

3.757 0.6239 0.9388 -0.2367 0.9393 -0.2365 -0.1578 -0.1082

Формулы пересчета выглядят следующим образом: С“. = С“ , С“с = С“ ,

£>  C j = C * ' + C % ,  < = т ? - С & ,

= <  -  (С” - -  т: %  - с ; й , т-; = mi--  (С»- - т ‘ % -  С %  Здесь 40 = -0 .25 ./77
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Соотношения (15), (17)—(20) и (25) имеют общий вид и справедливы при любых 
кинематических параметрах крыла. Что же касается формы крыла, то указанные соот­
ношения наиболее точно выполняются для бесконечных и прямоугольных крыльев при 
чисто линейных колебаниях. Однако если учесть, что в указанных соотношениях члены, 
связанные с вращением крыла относительно оси z (члены с производными С“; и С“: ),
значительно меньше членов, определяющих линейные колебания (на порядок), эти со­
отношения могут быть применены также для треугольных и кольцевых крыльев. Они 
могут быть использованы для оценки тяги, подсасывающей силы и кпд крыла методами 
вычислительной математики, что очень громоздко и требует определенной квалифика­
ции и навыков. Соотношения (15), (21)-(24) и (37) могут быть преобразованы в относи­
тельно простые расчетные формулы путем усреднения за период колебаний в случае 
гармонических колебаний крыла для конкретного закона линейных и угловых колеба­
ний. Такие преобразования были проведены и получены расчетные формулы для трех 
вариантов кинематических параметров:

а) вертикальные и угловые колебания совершаются по гармоническому закону:

у  = у 0 sin со/, 

i3 = т30 cos со/;

б) вертикальные колебания и угол атаки изменяются по гармоническому закону:

У ~ Уо sin со/, 

а  = а 0 cos со/;

в) угловые колебания и угол атаки изменяются по гармоническому закону:

13 = 130 cos со/, 

а  = а 0 cos со/.

В последнем случае линейные колебания крыла совершаются по весьма сложному 
закону [11]: у  = U0tg(a + i3). При очень малых значениях углов а  и 13 этот закон близок
к гармоническому. Полученные расчетные формулы опубликованы [9, 10, 12-18].

Формулы применимы также для чисто линейных и крутильных колебаний крыла. В

первом случае следует полагать i30 = 0, во втором Хр = -  ° ° .
То®

В линейном приближении значения коэффициентов аэродинамических производ­
ных и присоединенная масса определяются формой крыла и числом Струхаля. При рас­
четах составляющих гидродинамических сил использованы известные решения для ко­
эффициентов аэродинамических производных первого порядка, которые табулированы в 
широком интервале чисел Струхаля для четырех типов крыльев: бесконечного, прямо­
угольного, треугольного и кольцевого [6, 7]. При этом необходимо учитывать следую­
щие обстоятельства. Если определять по таблицам коэффициенты аэродинамических 
производных по числу Струхаля (см. (10)), то гидродинамические силы, вычисленные по 
расчетным формулам, будут соответствовать линейному варианту теории. В этом случае 
при больших амплитудах линейных и угловых колебаний крыла может иметь место уве­
личение ошибок результатов расчета с увеличением чисел Струхаля. Оценить эти ошиб­
ки можно путем сравнения расчетов по приведенным формулам с результатами нели­
нейных теоретических моделей и экспериментальными исследованиями реальных 
крыльев.
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Для того чтобы учесть нелинейность вихревого следа за крылом, коэффициенты 
аэродинамических производных следует определять по числу Струхаля, имеющему вид

S h = M
yjhp + 1

(26)

Формула для присоединенной массы крыла бесконечного размаха на единицу дли­
ны имеет вид т'  = рте/?2 /4 ,  для прямоугольного и треугольного крыльев -  т* = (k22) рS b ,

где (к22) -  коэффициент присоединенной массы [7], S -  площадь крыла, Ъ -  хорда.
На рис. 2, 3 сравниваются результаты численных решений по линейной и нелиней­

ной теориям для коэффициентов тяги и мощности жесткого крыла [19-21], эксперимен­
тальные результаты исследования прямоугольного крыла с удлинением более 6 (практи­
чески бесконечное крыло) [20] и результаты вычислений по полученным формулам (в 
предположении, что крыло бесконечное).

Рис. 2. Сравнение результатов 
экспериментального определения 
коэффициента тяги прямоугольного 
жесткого крыла с удлинением больше 
6 (7) [20], нелинейного численного 
решения (2), (3), (5), (6) [18, 20, 21], 
линейной теории (4) [5] и вычислений 
по полученным формулам (7), (8)
[18]. Вычисления проведены 
без учета сопротивления трения 
и формы (7) и с учетом 
сопротивления крыла (8). 
Кинематические параметры крыла: 
Уо/Ь = 0.75, а0 = 15°.

Рис. 3. Сравнение результатов 
экспериментального определения 
коэффициента мощности (/) [20], 
нелинейного численного решения (2), 
(3) [19, 20], линейной теории (4) [5] 
и вычислений по полученным форму­
лам (5), (6) [18] без учета 
сопротивления трения и формы крыла 

0 6 и с учетом соответственно.
jJ Кинематические параметры крыла:

'о уо/Ь = 0.75, а 0 = 15°.

Оценим область значений кинематических параметров, для которых применимы 
полученные формулы. В работе [22] дана классификация вихревого следа за крылом, со­
вершающим только линейные колебания, по параметрам Sh0 и y j b  при постоянном зна­
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чении произведения Shoyo/6 = 0.1. При Sh0 = 0.1 и у0/Ь =1 .0  след можно считать линей­
ным. При Sho = 1 и уо/Ь = 0.1 след нелинеен, но не деформирован. В этом случае отдель­
ные элементы следа переносятся вниз по потоку, образуя синусоидальный след фикси­
рованной длины волны и амплитуды. Для такого следа возможно применение расчетных 
формул с коэффициентами аэродинамических производных, определенных по числу 
Струхаля в форме (26). При Sho = 10 нуо/b = 0.01 след заметно деформирован. В послед­
нем случае линейная теория не способна учитывать вихри, расположенные вне поверх­
ности следа.

На рис. 4 приведена зависимость коэффициентов тяги, мощности и полезного дей­
ствия для чисто линейных колебаний в широком интервале чисел Струхаля [22]. Видно, 
что при числе Струхаля около 4-5 результаты численных решений отходят от результа­
тов линейного решения и вычисленных по формулам. Начиная с этих чисел Струхаля 
след сильно деформирован. На рис. 5 приведена аналогичная зависимость для комбина­
ции линейных и крутильных колебаний [22]. Видно, что вычисленные по формулам зна­
чения кпд отходят от результатов численного решения при числах Струхаля, равных 
около 5.

Рис. 4. Зависимость 
коэффициентов тяги (поз. 1, 
4, 7), мощности (поз.2, 5, 8) 
и полезного действия (поз.З, 
6, 9) от числа Струхаля для 
чисто линейных колебаний. 
Shoyo/b = 0.1 [22]. 1 ,2 ,3 -  
данные работы [22]; 4 , 5 , 6 -  
данные работы [5]; 7,8,9 -  
значения, вычисленные 
по формулам работы [18].

Рис. 5. Зависимость 
коэффициентов тяги, 
мощности и полезного 
действия от числа Струхаля 
для комбинации линейных 
и угловых колебаний,
Shoyo/б = 0.1 [22]. Численное 
решение по данным работы 
[22]; 1,2, 3 -  значения, 
вычисленные по формулам 
работы [18].
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Анализ представленных данных позволяет считать, что расчетные формулы дают 
возможность получать не только линейные, но и нелинейные решения до чисел Струха- 
ля, равные около 5.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 08-04-00358а. Авторы выражают 
искреннюю благодарность Р.И. Герасимовой за помощь в подготовке иллюстраций.
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