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Ранее (Пушков, Романенко, 2000; Пушков и 
др., 2006; Романенко, Пушков, 1998; Романенко, 
Пушков, 2008; Романенко и др., 2005; Романенко 
и др., 2007; Romanenko, 2002) были получены 
расчетные формулы для оценки гидродинамиче-
ских сил, развиваемых жестким крылом, колеб-
лющимся в невязкой жидкости с произвольными 
амплитудами линейных и угловых колебаний и 
произвольным положением оси вращения. В этих 
формулах составляющая гидродинамических 
сил, обусловленная индуктивным сопротивлени-
ем крыла, определялась оценкой “сверху”, т.е. по 
максимуму:
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где S – площадь крыла, vn  – нормальная скорость 
крыла. Коэффициент индуктивного сопротивле-
ния определяется выражением
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Показано, что выражения (1) и (2) являются 
достаточным приближением при расчетах про-
пульсивных характеристик в случаях умеренных 
удлинений крыла ≤  ≤2 5m  или когда доля индук-
тивного сопротивления мала в общем балансе 
гидродинамических сил. Вместе с тем остаются 
вопросы погрешности используемой оценки в 
зависимости от формы крыла и кинематики дви-
жения. В работе (Пушков и др., 2009) получены 
расчетные формулы для индуктивного сопротив-

ления крыла при гармонических изменениях его 
угла наклона.

В этой работе мы получим расчетные формулы 
для случая гармонических изменений угла атаки 
крыла. 

В данном случае, если движение крыла можно 
представить в виде основного движения со скоро-
стью U0 и наложенного на него добавочного дви-
жения с малыми перемещениями и скоростями, 
общие выражения для проекции гидродинамиче-
ских сил могут быть представлены в виде (Некра-
сов, 1947; Романенко, 2001; Седов, 1966):
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Здесь v – –b
b

u
4 *n

z
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C = f p – присоединенная 

циркуляция (Пушков, Романенко, 2000), u* – эф-
фективная вызванная скорость, обусловленная 
наличием за крылом вихревой пелены, b – хор-
да крыла, vn  – нормальная скорость крыла, t  – 
плотность среды, 22m  – присоединенная масса 
крыла, z~  – угловая скорость крыла.

Нас интересует третий член для проекции гид-
родинамической силы Х в выражении (3):

 v( – ),X bu u* *i ntr=  (4)

рассматриваемый как индуктивное сопротив-
ление.
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Следует отметить, что Хi по существу является 
лишь составляющей индуктивного сопротивле-
ния, если его определять выражением 
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При определении рассматриваемой составляю-
щей гидродинамических сил Хi (4) (далее по тек-
сту Хi – индуктивное сопротивление) неизвестной 
величиной является скорость u*. В случае уста-
новившегося или квазистационарного движения 
крыла конечного размаха порождение вихревого 
следа определяется, главным образом, конечно-
стью размаха крыла. Скорость u*, индуцируемая 
вихревым следом, по абсолютной величине мень-

ше v .n  При этом для удлинений крыла 2 ≤ m  ≤ 5 
оценка индуктивного сопротивления сверху дает 
очень неплохие результаты. 

В случае бесконечного удлинения крыла (рас-
сматриваемая плоская задача) вихревой след 
порождается изменением циркуляции при на-
личии поперечных и угловых колебаний крыла. 
В данном случае значение u* может быть как боль-
ше, так и меньше v ,n  соответственно Хi может 
быть как отрицательным, так и положительным 
(напомним, что Хi – лишь часть индуктивного 
сопротивления). Значение скорости u* в формуле 
(4) может быть определено из соотношения для 
подъемной силы (Пушков, Романенко, 2000)
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и выражения для подъемной силы через коэффициенты гидродинамических производных (Белоцер-
ковский, 1958):

 
v v

– –Y U b C
U

C
U

b
C

U
b

C
U

b
2 y

n
y

n
y

z
y

z
2

2 2

2
z zt ~ ~

= + +a a ~ ~
o oo o

f p (6)

здесь U – мгновенная скорость потока, набегающего на крыло, a – угол атаки. Точка над символом 
обозначает производную по времени.

Приравняем правые части выражений (5) и (6)
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Из соотношения (7) получаем решение для u* (Пушков и др., 2009):
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Здесь все параметры берутся в центре крыла. Для значений коэффициентов гидродинамических про-
изводных имеются известные решения (Белоцерковский, 1958).

Применим полученные соотношения для определения соответствующих составляющих силы тяги 
и мощности (членов, включающих индуктивное сопротивление) в случае гармонических изменений 
угла атаки крыла и его линейных колебаний.

Выражение для силы тяги крыла было получено ранее (Романенко, Пушков, 2008):
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Здесь m* = λ22

Выражение (8) можно представить в форме коэффициентов тяги
 .C C C C C C CT T T T T T T1 2 3 4 5 6= + + + + +  (9)
Для мощности получено следующее выражение
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Здесь и далее F xc  – тяга, Fyc – вертикальная сила, 
Mzc – момент, m22 – присоединенная масса крыла, 
v nc  – нормальная скорость, t – плотность среды, 

ci  – угол между набегающим на крыло потоком 
и горизонтальной осью, C – коэффициент со-
противления крыла, Uc – мгновенная скорость 
потока, набегающего на крыло, Xic – индуктивное 
сопротивление крыла, b – хорда крыла, S – его 
площадь (одной стороны). ,C yc

a  ,C ’
yc
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z~  ,C yc
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аэродинамические производные, ,m zc
a  ,m zc

ao  ,m zc
z~  

m zc
z~o  – производные момента (Белоцерковский, 

1958). Наличие индекса “с” означает, что величи-
ны пересчитаны к центру крыла.

Одна из составляющих коэффициента тяги, 
включающая индуктивное сопротивление, имеет 
вид
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Здесь и далее j – угол наклона крыла к горизон-
тальной оси.

Отсюда получим, раскрыв выражение (10),
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Коэффициенты 2rD1 – 2rD10 приведены в работе (Пушков и др., 2009). 
Рассмотрим случай гармонических линейных колебаний бесконечного крыла и его угла атаки. 

В этом случае siny y t0 ~=  и .cos t0a a ~=  (Фазовый сдвиг между линейными и угловыми колебаниями 
принят равным 90°). Входящие в выражение (11) переменные величины имеют вид
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где ( ),V y ty1 = o  ( ),tz~ j= o  y(t) – вертикальные колебания крыла. (Точка сверху над символом обозначает 
производную по времени). Угол наклона крыла к горизонтальной оси (j) определяется выражением
 – .1 1j i a=  

Угол наклона крыла не имеет индекса “c”, так как он одинаков во всех точках крыла, в том числе и 
в точке x1 (см. рис. в работе (Пушков, Романенко, 2000)). Поэтому он определяется кинематическими 
параметрами именно этой точки (мгновенным углом набегающего потока i1 и углом атаки a1 в точке 
х1). Входящие в формулы (3) и (4) величины sinj и cosj с учетом выражения (5) и условия малости 
угла атаки могут быть записаны в виде: 
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Выражение (11) можно представить в виде
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Члены в правой части выражения (12) в рассматриваемом случае имеют вид 
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 J5–10–7 = J5–9–7,
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W

 

 J5–10–11 = J5–3–1, 
 J5–10–12 = J5–10–9. 

Одна из составляющих коэффициента мощности, включающая индуктивное сопротивление, 
имеет вид

 .sinC
SU

X V2
P ic yc6

0
3t

j=  (13)
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Раскрыв выражение (13), получим

 .

sin sin sin sin

sin sin sin sin

sin sin

C
U

D V D V D
U
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D
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V

D
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V
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U
V

D
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V

D
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V
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c
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j
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o
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~
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J

L

K
K
K
K
K
K
K
K
K
K
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N
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O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
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 (14)

Это выражение можно представить в форме

 СP6 = СP6–1 + СP6–2 + СP6–3 + СP6–4 + СP6–5 + СP6–6 + СP6–7 + СP6–8 + СP6–9 + СP6–10. 

Входяще в правую часть коэффициенты имеют вид:

 
( ) ( )

( )
,

sin
C D

U

V
D

Sh X
I2 2

2 1 2 1

2
– –P

yc nc

P P

P
6 1 1

0
3

2

1
2 2 2

0
2 2

6 1r
o j

r
m m

m
= =

+ +
> >H H  

 –
( )

,I I I II
2 1

2– – – – – – – – –P
P

P
P6 1 6 1 1 0 6 1 2

0
2

6 1 3 0 6 1 4a m
m

a m
a m= +
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 I6–3–1 = J5–3–4,



УСПЕХИ  СОВРЕМЕННОЙ  БИОЛОГИИ    том 132    № 6    2012

 ИНДУКТИВНОЕ  СОПРОТИВЛЕНИЕ  ЖЕСТКОГО  КРЫЛА 621

 I6–3–2 = J5–3–5, 
 I6–3–3 = J5–3–6, 
 I6–3–4 = J5–3–4,
 I6–3–5 = J5–3–5, 
 I6–3–6 = J5–3–6

 .
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 I6–3–9 = J5–1–3,
 I6–3–10 = J5–1–7, 
 I6–3–11 = J5–8–2, 
 I6–3–12 = I6–3-8,
 I6–3–13 = J5–1–3, 
 I6–3–14 = I6–3–8, 
 I6–3–15 = I6–3–9, 
 I6–3–16 = J5–1–7. 
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 I6–4–1 = I6–1–3

 I6–4–2 = J5–3–5, 
 I6–4–3 = J5–8–2, 
 I6–4–4 = J5–8–2, 
 I6–4–5 = J5–8–3, 
 I6–4–6 = J5–8–5, 
 I6–4–7 = J5–8–5, 
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 I6–4–17 = J5–8–5, 
 I6–4–18 = J5–1–7, 
 I6–4–19 = J5–3–8, 
 I6–4–20 = J5–1–7. 
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 I6–5–1 = J5–1–7,
 I6–5–2 = J5–8–2, 
 I6–5–3 = I6–3–8, 
 I6–5–4 = I6–3–8, 
 I6–5–5 = I6–3–7, 
 I6–5–6 = J5–1–3, 
 I6–5–7 = J5–1–3, 
 I6–5–8 = J5–1–7, 
 I6–5–9 = I6–3–7,
 I6–5–10 = I6–3–8, 
 I6–5–11 = J5–1–3. 
 CP6–6 = 0, 
 CP6–7 = 0, 
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 I6–8–1 = J5–1–8, 

 I6–8–2 = J5–8–6, 

 I6–8–3 = J5–8–7, 

 I6–8–4 = J5–8–11 

 I6–8–5 = J5–3–4, 

 I6–8–6 = I6–3–8 

 I6–8–7 = J5–1–3 

 I6–8–8 = I6–3–11 

 I6–8–9 = J5–1–7 
 I6–8–10 = J5–1–8 

 I6–8–11 = I6–3–8 

 I6–8–12 = J5–8–7 

 I6–8–13 = I6–3–8 

Для чисто линейных колебаний получаем  (ϑ = 0):

 – ,C D2
2
1

–T
P

5 1 1 2
r

m
= f p  

 CT5–2 = CT5–3 = CT5–4 = CT5–5 = CT5–6 = CT5–7 = CT5–9 = CT5–10 = 0, 
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( ) ( )

.
( )

.
( )

.
( )

.
( )

. ,C D2
2 1

1 1
2 1

0 5
2 1
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0 073
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P P P P P P
5 8 2 2 2 2 2 3 2 4 2 58r

m m m m m m
=

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
> H* 4  

 CP6 = 0. 

В приведенных выше формулах: X – относи-
тельное расстояние от оси вращения до центра 

крыла ,X
b
x=e o  x – абсолютное расстояние от 

оси вращения до центра крыла (положительное, 
если ось вращения расположена ближе к задней 
кромке, отрицательное, если ось расположена 

ближе к передней кромке), ,
U
yP

0

0
m

~
=  y0 – ам-

плитуда линейных колебаний крыла, ~ = 2rf, 
f – частота. 
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Inductive Reactance of Flat and Rigid Wing
E. V. Romanenko1, S. G. Pushkov2, V. N. Lopatin1 
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Moscow, Russia

2Gromov Flight Research Institute, Moscow region, Russia

The approximate expressions of hydrodynamic forces were used to construct a mathematical model of 
fl at and rigid wing as the pitch-axes location varies and heaving and pitching amplitudes are rather large. 
A specifi c feature of this model is the use of coeffi cients of the fi rst-order aerodynamic derivatives and 
kinematic parameters. The formulas to calculate the inductive reactance under harminic heave and pitch 
oscillations of wing are derived.
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