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С использованием приближенных выражений для составляющих гидродинамических сил через ко­
эффициенты аэродинамических производных первого порядка и кинематических параметров дви­
жения построена математическая модели работы плоского жесткого крыла различного удлинения 
при больших амплитудах линейных и угловых колебаний и различных положениях оси вращения 
крыла. Получены расчетные формулы для вычисления тяги и подсасывающей силы в случае гар­
монических изменений угла наклона крыла к горизонтальной оси. Показано хорошее согласие ре­
зультатов расчета по полученным формулам с соответствующими известными численными реше­
ниями, а также экспериментальными данными.

Пусть в системе координат 0XYZ, движущейся 
в направлении оси ОХ с постоянной скоростью U0, 
движение кры ла задано периодическим законом 
колебаний точки (рис. 1):

y ^ a s in c o f  (1)

и законом изменения угла наклона плоскости 
крыла к оси ОХ:

d  = i^cosoor. (2)

Для оценки гидродинамических сил, развиваемых 
крылом в этом случае, можно воспользоваться 
полученными ранее [7] формулами, однако, все 
необходимые соотношения, описывающие дви­
жение крыла, должны быть записаны относи­
тельно его центра. Следует отметить, что при 
больших амплитудах линейных и угловых коле­
баний получение формул для составляющих гид­
родинамических сил в зависимости от положения 
оси вращения кры ла путем стандартного пере­
счета коэффициентов аэродинамических произ­
водных в линейном приближении некорректно.

В работе [7] рассмотрен случай, когда кинема­
тические параметры движения крыла заданы от­
носительно его центра. Однако более интересен 
общий случай, когда кинематические параметры 
заданы относительно любой точки продольной 
оси крыла. Это особенно важно применительно к 
плаванию дельфинов и рыб с полулунным хвосто­
вым плавником. Существует предположение, что 
ось вращения хвостовой лопасти дельфина распо­
ложена вблизи ее задней кромки [4, 20]. Это под­
тверждаю т оценки, сделанные в работах [9, 10] на 
основе кинематических параметров, полученных 
экспериментально.

Закон движения рассматриваемого крыла от­
носительно центра определяется проекциями

<
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скоростей центра крыла относительно неподвиж­
ной жидкости:

Vxc = V0 -C0,jcsin£, (3)

Vyc = Vyl + co.xcos-O, (4)

где Vyl = у г (t), CO- = t> (t), x  -  расстояние от центра
крыла до точки х х.

Практический интерес представляет задача 
определения пропульсивных характеристик ко­
леблющегося крыла в зависимости от закона его 
движения и положения точки х,. Ранее, когда ки­
нематические параметры движения кры ла были 
заданы относительно его центра, бы ло получено 
выражение для мгновенного значения тяги. Здесь 
мы представим эту формулу для случая, когда ки­
нематические параметры движения кры ла зада-

Рис. 1. Схема постановки задачи. Пояснения см. 
текст.
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ны относительно точки т, и пересчитаны к цент­
ру крыла

Т, = m
,d ( y nc S H lf t )  Р  S f  а

dt + 2 \  у пс ус

-,а 2m* 1+ b а ,  — >v„r sinO, -

-  bCy (i>z Vyc -  b~Cyz(b.sin0c

(5)

нами разложения, нетрудно получить среднее 
значение тяги в виде

р5тс = *f\c;Vncvyc+b[c; 2 m * \ -----------— -  ]v sin 0 -  
р S b )  пс

-  Cy'b26)z sin0c -  bC^z(OzVyc -  ~ v ^ c o s d  -  (9)

-  Cp U,, cos Д

osu:
-  X ,cos i3------  — C ^cosd.

Зд есь  и д ал ее  Tc -  т я га , m* -  п р и со ед и н ен н ая  м ас ­
са кр ы л а , v nc -  н о р м а л ь н а я  ско р о сть , р -  п л о т ­
ность среды , 0 (, -  у го л  м еж д у  н аб егаю щ и м  н а  к р ы ­
ло  п о то ко м  и г о р и зо н та л ь н о й  осью , Ср -  к о э ф ф и ­
циент с о п р о ти в л ен и я  ф о р м ы  к р ы л а , Uc -  
м гновенн ая с к о р о с т ь  п о т о к а , н а б е га ю щ е го  на 
кр ы л о , X, -  и н ду к ти вн о е  со п р о ти в л ен и е  к р ы л а , 
b -  хорда к р ы л а , S  -  е го  п л о щ ад ь  (од н ой  с т о р о ­

ны ). Су , С у , Cyz, Cyz -  а эр о д и н ам и ч еск и е  п р о и з­
водны е [1]. Ф о р м у л а  (5) о т л и ч а е т с я  о т  ф о р м у л ы  
(30) в р а б о т е  [7] н ал и ч и ем  ин декса  “с” у т е х  в е л и ­
чин, к о т о р ы е  п е р е с ч и т ан ы  к  ц ен тру  к р ы л а . А н а ­
логично  со о тн о ш ен и я м  (3) и (4) в ы п и ш ем  в ы р а ­
ж ен и я  для други х  вели ч и н

v nc = V^iCos'O-(70sini3 + (ozx  = U c s i n a c, (6)

0, = а с + Д = arctg(V /Е хс),

u2 = v2 + v2^  с ус  ̂ Y xc’

(7)

(8)

где a ( -  угол атаки, пересчитанный к центру кры ­
ла.

Формула (5) имеет общий вид и справедлива 
при любых кинематических параметрах и ф ор­
мах крыла. В линейном приближении значения 
коэффициентов гидродинамических производ­
ных и присоединенная масса определяются ф ор­
мой крыла и числом Струхаля. При расчетах со­
ставляющих гидродинамических сил мы будем 
использовать известные численные решения для 
коэффициентов гидродинамических производ­
ных первого порядка, однако в данном случае при 
больших амплитудах линейных и угловых коле­
баний крыла может иметь место увеличение оши­
бок результатов расчета с увеличением чисел 
Струхаля.

Применяя разложение функций sinO, cosd в 
ряд Тейлора и ограничиваясь первыми тремя чле-

Здесь, как и ранее [7], для индуктивного сопро­
тивления использована оценка “сверху”

X ^ p k S ( v 2J 4 ) ,  ( 10)

являющаяся экстремумом выражения X,: 

для крыла бесконечного размаха

X,- = ртс/ш*(у„ —м*), (11)

и для крыла конечного размаха, симметричного в 
плане относительно оси 0Z (рис. 1),

i
X, = ря  j b ( z )u * (z ) [ v n-  u*(z)]dz. (12)

В этих формулах и* -  некоторая эффективная 
скорость, индуцируемая вихревой пеленой, оста­
ющейся в следе за крылом, v„ -  нормальная ско­
рость в центре крыла. Оценки показывают, что 
для крыла конечного размаха при удлинении 2 < 
< X < 5 индуктивное сопротивление, определяе­
мое формулой (10), завышено не более чем на 
20% по сравнению с величинами, полученными в 
известных численных решениях, а также экспе­
риментальным путем. Учитывая, что индуктив­
ное сопротивление составляет весьма малую ве­
личину в балансе гидродинамических сил, разви­
ваемых крылом, такой погрешностью в первом 
приближении можно пренебречь. Следует отме­
тить, что использование формулы (10) для оцен­
ки индуктивного сопротивления в случае крыла 
бесконечного удлинения приводит к заниженным 
результатам для пропульсивных характеристик 
крыла в диапазоне малых чисел Струхаля, что 
подтверждает сравнение с известными численны­
ми решениями.

Входящие в формулу (9) усредненные величи­
ны имеют вид:

v ncVyc = v n Vx + А, (13)
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v„Vy = Ul±-
pS

РОМ АНЕНКО и др.

± _ 1 л
164!U „

’V'nc sin е с = ~(b /x )A ,

fc‘(b-sin0c = ~(b2/x 2)A,

b(OzVyc = (b /x ) A ,

2 2 v nccosi3 = v „co s0  + A,

2 » i f?2v„cosd  = - U 0
14^i
9

15 « 4  1 100
32 0, A  -  A9 1  27 А - т ш Ч А А )

(14)

(15)

(16)

(17)

( 1 8)

5»?)'*
(19)
2~l

(/2cos0  = t / 2co s0  + A,

(
U cos0  = Uо 1 +

1 307 02Л
2X; 16X;p p

В приведенных выражениях

( 20 )

(21)

A =
0[(/o(Sh)2x2

2 bl
1 0 ;

i - - T24 J.
(22)

m* = рл7> /4, 

для прямоугольного крыла

m* ~ 0 .9p l(nb2/J.), 

для треугольного кры ла [8, 9]

m ркЬ 1/6.

(24)

(25)

(26)

Оценим долю подсасывающей силы в общей 
тяге (Ххс). В этом случае получим выражение, 
аналогичное выражению (38) в работе [7]

X rr = m *v .,,.w .cos0-m *v ',,/.a ,.cos0 +

+ y ( C " v 2c + C ^vnc6 a c - CUy (s)zb v n (27)

о . 2
С :cozb a c)cos0 .sy Wgts- J

Это выражение после усреднения по времени 
примет вид

Хгс — Хх + AX.v. (28)

Здесь первый член в правой части представлен 
формулой

-  Р АXr = y ( C “ v 2c °s0  -  Cy'/Acb.acosi!)), (29)

где v„ и a  -  нормальная скорость и угол атаки в 
центре крыла соответственно, а второй — имеет 
вид

ЛХх = pS( г аХ
2 •I,

2

+ С ?\
т.

х

)

(30)

Относительное расстояние рассматриваемой точ­
ки от центра крыла X рассчитывают по формуле 
(23). В правой части формулы (29) выражение

v “cos0  определяется формулой (19), а усреднен­
ное выражение во втором члене -  соотношением

(Aco.acosO = 1 n(Sh)~x

Sh = mb/U0 -  число Струхаля, Хр = UJdM.
Соотношение (9) получено с учетом условия 

малости угла атаки. В выражениях (13)—(21) сле­
дует использовать безразмерное расстояние X 
рассматриваемой точки от центра крыла. Для 
этого координату х  нормируют по хорде крыла

л- = ЬХ. (23)

Д ля п р и с о е д и н е н н о й  м а с с ы  к р ы л а  б е с к о н е ч ­
н о г о  р а зм а х а  н а  е д и н и ц у  д л и н ы

х ■0, t 3 а2 1 - - 0 , + (31)

1

4Х
1 -

2 К

21

40Х:. ■ ) «  „р р р
Значения коэффициентов гидродинамических 

производных, входящих в приведенные выше 
формулы и пересчитанные к центру крыла, пред­
ставлены в таблице для трех видов крыльев: бес­
конечного, прямоугольного и треугольного [1].

Результаты расчетов по полученным форму­
лам были проверены путем численного решения 
исходного соотношения (9). Проверка показала, 
что погрешность замены сложного выражения 
(9) набором относительно простых расчетных 
формул обусловлена использованием при их вы­
воде условия малости угла атаки и не превышает 
2%.

Сравним полученные результаты с имеющи­
мися теоретическими моделями и эксперимен­
тальными данными. Известны теоретические ма- 
лоамплитудные модели [2, 5, 6, 12, 15-20]. В рабо­
тах [13, 14] развита линеаризованная теория, 
позволяющая оценивать гидродинамические ха-
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К оэф ф ициенты  гидродинамических производных, пересчитанные к центру крыла

Sh ,0t
s с “ :’-'у

Бесконечное крыло, X = оо
0.125 5.570 -5.750 1.393 -1.831
0.25 5.030 -3.003 1.258 -1.144
0.5 4.352 -0.761 1.089 -0.583
1.0 3.757 0.624 0.939 -0.237
2.0 3.389 1.256 0.848 -0 .079
3.0 3.274 1.417 0.819 -0 .039
4.0 3.223 1.480 0.793 -0.023

Прямоугольное крыло, X = 4
0.25 3.470 0.1 0.933 -0 .492
0.5 3.260 0.473 0.875 -0.243
1.0 2.960 0.895 0.800 -0.128
2.0 2.720 1.180 0.730 -0 .046

Треугольное крыло, X = 4
0.25 3.330 0.077 1.248 -0 .163
0.5 3.240 0.182 1.220 -0.121
1.0 3.070 0.352 1.153 -0.061
2.0 2.810 0.522 1.058 0.005

Примечание. X -  удлинение крыла.

рактеристики кры ла для произвольных линейных 
амплитуд колебаний. Впервые в нелинейной по­
становке задача о колебаниях кры ла с произволь­
ной амплитудой рассмотрена в работах [4, 11]. З а  
исключением самых простых случаев [2, 5, 6, 19] 
для оценки характеристик крыльев применялся 
численный метод, не дающий простых аналитиче­
ских выражений, удобных для проведения опера­
тивных оценок. Экспериментальных работ по ис­
следованию пропульсивных характеристик кры ­
льев исключительно мало [2, 3], но и эти работы 
выполнены в малоамплитудной постановке.

Проведем сравнение наших оценок коэф фици­
ента тяги с результатами работ [2, 4, 11, 12, 18].
Коэффициент тяги здесь принят в форме С'т =

CT/(a/b)2(Sh)2, где Ст = 2 Т /р5 U~0. В формуле (9) по­
следний член в скобках, характеризующий сопро­
тивление формы крыла, в расчетах не использу­
ется, подобно тому, как это имело место в рабо­
тах [2,4, 11, 12, 18].

На рис. 2 представлено сравнение результатов 
расчета с данными Лайтхилла [18] (сплошные ли­
нии) для бесконечного тонкого крыла, соверша-

Ст

Sh

Рис. 2. Сравнение результатов расчета коэффициен­
та тяги (С 'т ) с данными [18]. Бесконечное крыло, 0 = 
0(/), 0.4 (2) и 0.8(3).

_____________ I_____________ I_____________ I
0 0.25 0.50 0.75

х/Ь

Рис. 3. Зависимость коэффициента тяги крыла (С'т )
от положения оси вращения (х/b): расчет (точки) и 
данные [18]. Бесконечное крыло, 0 = 0 (/), 0.2 (2),
0.4 (3), 0.6 (4) и 0.8 (5).
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С'т

Sh

Рис. 4. Коэффициенты тяги (С 'т ) для крыла с X = 4,
9 = 0.4, И/Ь = 0.1 и осью вращения в центре крыла (1,
2) и для бесконечного крыла (3, 4). Расчетные (2, 4) и 
литературные [4] (1, 3) данные.

С'т

Рис. 5. Коэффициенты тяги (С'т ) для малоамплитуд­
ных колебаний прямоугольного крыласХ = 4,0 = 0(7) 
и 0.8 (2): расчетные (точки) и литературные [12] (—) 
данные.

Рис. 6. Коэффициенты тяги (С'т) для бесконечного
крыла с осью вращения в центре, 0 = 0.8, И/b = 0.01 (1.4), 
0.2 (2,5) и 0.4 (3, 6): расчет (4-6) и данные [11] (1-3).

0.04

0.02

_I
7

К
Рис. 7. Коэффициенты тяги (кт) для малоамплитуд­
ных колебаний прямоугольного крыла с профилем 
NACA-0015 (X = 4): расчет (точки) и данные [2] (—). 
Поступательно-вращательные колебания.

ющего малые колебания, при различных значе­
ниях параметра флю гирования 0 = (Уф/со/г в зави­
симости от числа Струхаля. Ось вращения крыла 
расположена в его центре. Верхняя кривая соот­
ветствует чисто линейным колебаниям крыла. 
Видно, что в этом случае, как и ожидалось, замет­
ные расхождения данных наблюдаются при ма­
лых значениях числа Струхаля.

Рис. 3 иллюстрирует зависимость коэф фици­
ента тяги от положения оси вращения тонкого 
бесконечного крыла, соверш ающ его малые ко­
лебания. Начало координат соответствует центру 
крыла, задней кромке кры ла -  значение 0.5 на го­
ризонтальной оси. На рис. 4 приведены наши рас­
четные данные и данные Зайцева и Федотова [4] 
для прямоугольного кры ла с удлинением, рав­
ным 4, совершающего малоамплитудные колеба­
ния (параметр флю гирования равен 0.4, ось вра­
щения расположена в центре крыла, отношение 
амплитуды колебаний к хорде крыла равно 0.1) и 
для бесконечного кры ла. Видно, что наши рас­
четные данные неплохо согласуются с данными

[4], чего не наблюдалось при сравнении наших ре­
зультатов и данных работы [12] (рис. 5). Особен­
но велики расхождения для чисто линейных коле­
баний крыла.

Интересны результаты сравнения наших рас­
четов с данными Шеховцова [11], рассматривав­
шего колебания бесконечного крыла с относи­
тельно большой амплитудой (рис. 6) (h/b = 0.01,
0.2 и 0.4). Неплохое согласие наблюдается до чи­
сел Струхаля ~2. На рис. 7 показано сравнение с 
экспериментальными данными Гребешова и Са- 
гояна [2], полученными при испытании прямо­
угольного крыла с профилем NACA-0015 (удли­
нение равно 4) и законом движения у  = orsincor, Ф = 
= ф  + фсовсоt при a/b = 0.285, ф  = 3.7°, ф  = 3°. З а ­
кон движения задан относительно точки, отстоя­
щей на четверть хорды от передней кромки. В 
этом случае коэффициент тяги принят в форме

Гребешова и Сагояна кт = 2 ТХ2 /pSU 20 (X2 + 1). 
Поскольку экспериментальные данные работы 
[2] учитывают сопротивление формы крыла, в
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Рис. 8. Коэффициенты тяги (кт) для малоамплитуд­
ных колебаний прямоугольного крыла с профилем
NACA-0015 (X = 4): расчет (точки) и данные [2] (—).
Поступательные (вертикальные) колебания крыла.

наших расчетах был использован последний член 
(в скобках) формулы (9). Значение коэффициен­
та сопротивления формы крыла было принято 
равным Ср = 0.012, как и в работе [2]

Рис. 8 иллюстрирует результат сравнения экс­
периментальных данных работы [2] для того же 
крыла с нашими расчетными данными для случая 
чисто вертикальных колебаний при а/b  = 0.285, 
Ф  = 3.7°.

Таким образом, полученные расчетные ф ор­
мулы позволяют легко оценить гидродинамичес­
кие силы, развиваемые крылом. При этом оценки 
неплохо согласуются с результатами, получаемы­
ми с помощью как простых, так и весьма слож ­
ных численных моделей.
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Hydrodynamic Forces Exerted by Wings as a Function 
of Their Pitch Axis Positions. Thrust in Harmonic Angular Fluctuations 

E. V. Romanenko, S. G. Pushkov, V. N. Lopatin
Severtsov Institute o f Ecology and Evolution, Russian Academy o f  Sciences, Moscow, Russia

The approximate expressions for constituents of hydrodynamic forces were used in order to construct a math­
ematical model of flat and rigid wings with different forms and aspect ratios under the high linear and angular 
fluctuations and different pitch-axis positions. A peculiarity of this model is the use of coefficients of the first- 
ordered aerodynamic derivatives and kinematic parameters of movement. The formulas were found to calculate 
the thrust and suction forces as an angle of wing with respect to the horizontal axis varied. The calculated results 
(using these formulas) agreed well with the known numerical solutions and experimental data.
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