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The Hydrodynamic Forces Exerted by a Wing as a Function 
of the Pitch-Axes Location. The Thrust Exerted at Harmonic Changes 

in Angles of Incline and Attack of Wing
E. V. Romanenko, S. G. Pushkov, V. N. Lopatin

Severtsov Institute o f  Ecology and Evolution, Russian Academy o f Sciences, Moscow, Russia

The approximate expressions of hydrodynamic forces were used for to construction of a mathematical model 
of flat and rigid wing with different form and aspect ratio at the high amplitudes of linear and angular fluctua­
tions and different pitch-axes location. The specific feature of this model is the use of the coefficients of the 
first order aerodynamic derivatives and kinematic parameters. The formulas for the calculation of thrust and 
suction forces at harmonically changes in the incline and angle of attack of wing were derived. The results of 
the calculations obtained correlate well with the experimental data.
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С использованием приближ енных выражений для составляющих гидродинамических сил через ко­
эффициенты аэродинамических производных первого порядка и кинематических параметров дви­
жения построена матем атическая модель работы плоского жесткого крыла различного удлинения 
при больших амплитудах линейных и угловых колебаний и различных положениях оси вращения 
крыла. Получены расчетны е формулы для вычисления тяги и подсасывающей силы в случае гар­
монических изменений углов наклона и атаки крыла. Показано хорошее согласие результатов рас­
чета по полученным ф орм улам  с экспериментальными данными.

В последние годы в англоязычной научной ли­
тературе пристальное внимание уделяется плав­
никовым движителям. Появилось несколько хо­
роших экспериментальных работ [11, 14, 19, 20,
22], выполненных в М ассачузетском Технологи­
ческом Институте в СШ А. В этих работах иссле­
дуются жесткие кры лья больш ого удлинения при 
одном фиксированном положении оси вращения 
и различных кинематических параметрах. Глав­
ным образом применяются два набора кинемати­
ческих параметров: простое гармоническое дви­
жение крыла, когда линейные и угловые колеба­
ния крыла соверш аются по гармоническому 
закону с большой амплитудой, и более сложное 
движение, когда по гармоническому закону изме­
няются угол наклона кры ла и угол атаки, в то вре­
мя как линейные колебания (такж е с большой ам­
плитудой) совершаются по более сложному зако­
ну. В работе [19], кроме того, исследуется 
влияние гибкости кры ла на его характеристики 
как движителя. В отечественной литературе из­
вестны лишь малоамплитудные эксперименталь­
ные работы [2, 3].

Однако вопросам теории кры ла уделяется не­
достаточно внимания. В лучш ем случае для срав­
нения с экспериментальными данными использу­
ются численные реш ения [4. 10, 11-13, 15-17, 18,
23]. Но иногда вообще никакого сравнения экспе­
риментальных результатов с теорией не прово­
дится [19]. Тем актуальнее становится необходи­
мость аналитического реш ения задачи о колеба­
ниях жесткого кры ла с большой амплитудой 
линейных и угловых колебаний при различных 
положениях оси его вращения с получением рас­
четных формул для оценки развиваемых им гид­
родинамических сил.

В [5, 6, 8, 9, 21] рассмотрены математические 
модели колебаний жесткого крыла с большой ам­
плитудой при гармонических поперечных и угло­
вых движениях. Однако возможен случай [19]. ко­
гда по гармоническому закону изменяются угол 
наклона крыла и угол атаки. Поперечные движе­
ния крыла при этом совершаются по более слож­
ному закону. Здесь мы рассмотрим именно такой 
случай.

Пусть в системе координат 0XYZ  (постановку 
задачи иллюстрирует рис. 1 в работах [5, 9]), дви­
жущейся в направлении оси ОХ с постоянной ско­
ростью U0, движение крыла задано в точке х} пе­
риодическими законами изменения угла наклона

О = O0coso) t (1)

и угла атаки:

а , = a 0cosGW. (2)

Линейные колебания крыла в этом случае отли­
чаются от гармонических и при фазовом сдвиге 
между угловыми и линейными колебаниями, рав­
ном 90°, определяются из соотношения

h = (70tg (a , + O) = (70tg (9 l). (3)

Здесь и далее точка над буквой обозначает произ­
водную по времени, а 9, = а : + О и 0О = а 0 + 0„. При 
малых значениях углов линейные колебания 
крыла близки к гармоническим.

В работе [5] рассмотрен случай, когда кинема­
тические параметры движения крыла заданы от­
носительно его центра. Как и в работах [6, 9], рас­
смотрим общий случай, когда кинематические 
параметры заданы относительно любой точки 
(х,) продольной оси крыла.
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Закон движения рассматриваемого кры ла от­
носительно центра определяется проекциями 
скоростей центра крыла относительно неподвиж­
ной жидкости:

Vxc = (У0- (O.xsini!), (4)

Vvc = Vv] + (Ozx c o sd , (5)

где Vyi = hi (/), ox = f) (г), x  -  расстояние от центра
крыла до точки л,. Индекс “с” здесь и далее обо­
значает, что соответствующие величины пере­
считаны к центру крыла.

У гол  наклона кры ла не им еет индекса “с”, так  
как он одинаков во всех точках  крыла, в том чис­
ле и в точке л,. Поэтому он определяется кинема­
тическими параметрами именно этой точки 
(мгновенным углом набегаю щ его потока 0, и уг­
лом атаки а , в точке л,). Входящие в ф ормулы (4) 
и (5) величины sin О и cosd  с учетом условия мало­
сти угла атаки могут бы ть записаны в виде:

sinO ~ s in 0 j -  a ,  c o s 0 1? (6)

c o s d  ~ c o s0 , +  а ,  s in 0 ] . (7)

Здесь

cos©, = U0/ U u  (8)

sin 0, = h /U i,  (9)

и  I = (Ul + (h )2) U2. (10)

Практический интерес представляет задача 
определения пропульсивных характеристик ко­
леблющегося крыла в зависимости от закона его 
движения и положения точки  х х. Ранее [5], когда 
кинематические параметры движения кры ла б ы ­
ли заданы относительно его центра, было полу­
чено выражение для мгновенного значения тяги. 
Здесь мы представим эту формулу для случая, ко­
гда кинематические парам етры  движения кры ла 
заданы относительно точки x t и пересчитаны к 
центру крыла

d ( v nc s ind ) p S ( „ a ,,с = -- Jt  2 I yVncyc

+ b \ c “ ~ } ^ sin0c ~ ь с 7 ^ у У с -  ( i d

-/CC™ d).sin0( j  -  X,cosi> -  —  ̂ uCpcosfl.

Здесь и далее Tc -  тяга, m* -  присоединенная мас­
са крыла, vnc -  нормальная скорость, р -  плот­
ность среды, 0С -  угол между набегаю щ им на кры ­
ло потоком и горизонтальной осью, Ср -  коэф ф и ­
циент сопротивления ф орм ы  крыла, Uc -

мгновенная скорость потока, набегающего на 
крыло, X, -  индуктивное сопротивление крыла, 
b -  хорда крыла, S -  его площадь (одной сторо­

ны). Су , Су , С™: , С™1 -  аэродинамические произ­
водные [1]. Аналогично соотношениям (4), (5) вы­
пишем выражения для других величин

v nc = v ni + = ocjt/, + (ozx, (12)

0l, = occ + 0 = arctg(Cyc/Vxc), (13)

u l = V2yc + V2xc, (14)

где a c -  угол атаки, пересчитанный к центру крыла.
Формула (11) имеет общий вид и справедлива 

при любых кинематических параметрах и ф ор­
мах крыла. В линейном приближении значения 
коэффициентов гидродинамических производ­
ных и присоединенная масса определяются ф ор­
мой крыла и числом Струхаля, имеющим вид 
Shu -  u>b/U0. При расчетах составляющих гидро­
динамических сил мы будем использовать извест­
ные численные решения для коэффициентов гид­
родинамических производных первого порядка, 
однако в данном случае при больших амплитудах 
линейных и угловых колебаний крыла может 
иметь место увеличение ошибок результатов рас­
чета с увеличением чисел Струхаля.

Среднее по времени значение тяги крыла не­
трудно получить в виде

-  CyZfe2cb2sin0c -  bC™z(dzVyc -  (15)

-7 }v lcCO S$-CpU2cCOS$

Здесь, как и ранее [5], для индуктивного сопро­
тивления (пятый член в фигурных скобках) ис­
пользована оценка"сверху”

Х,<р k S (v 2J4), (16)

являющаяся экстремумом выражения X,: 
для крыла бесконечного размаха

X, = р Kbu*(vn-u * ) ,  (17)
и для крыла конечного размаха, симметричного в 
плане относительно оси 0Z (рис. 1 в работе [5]),

/

X, = рnjb(z)u*(z)[vn -  u.t(z)]dz. (18)
-i

В этих формулах и* -  некоторая эффективная 
скорость, индуцируемая вихревой пеленой, оста-
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+ До(0.026 + 0.023 0ц + О.О140о + О.ОО70,6, +

+ 0.00160Q0) -  До(0.0008 + 0.00060д + О.ООО40„))

ющеися в следе за крылом, v„ -  нормальная ско­
рость в центре крыла. Оценки показывают, что 
для крыла конечного размаха при удлинении 2 < 
< А, < 5 индуктивное сопротивление, определяе­
мое формулой (16), завыш ено не более чем на 
20% по сравнению с величинами, полученными в 
известных численных решениях, а также экспе­
риментальным путем. Учитывая, что индуктив­
ное сопротивление составляет весьма малую ве­
личину в балансе гидродинамических сил, разви­
ваемых крылом, такой погрешностью в первом 
приближении можно пренебречь. Следует отме­
тить, что использование формулы (16) для оцен­
ки индуктивного сопротивления в случае крыла 
бесконечного удлинения приводит к заниженным 
результатам для пропульсивных характеристик 
крыла в диапазоне малых чисел Струхаля, что 
подтверждает сравнение с известными численны­
ми решениями.

Формулу (15) полезно представить в виде ко­
эффициентов тяги

Ст =
2 Тс

рБЩ
- -  Сп  + СТ2 + Стз + Ст4 + СТ5 + Сг6,(19)

где

Сл  = C ? J ^ ’(0o + О.6250(̂ + О.320о + О.160о +

+ 0.07 0о + 0.030" + 0.013 0 "  + 0.0030" +

+ 0.00160Q7) + с

(20)

$l(Sh0)2X 2 2 4
С =  (1 -  0.125 $о + 0.00520q), (21)

СТ2 -
M S K T X

( c “ - S b - e »+ o -125ао0й + 
(22)

+ 0.1250о -  O.O16ao0o -  0.0052 Of, + 0.0007 a o0o),

0) M S h a)2 3 5
Cr3 = CY - - - - -  (0H -  0.1250o + 0.0050,5,), (23)

CT6 = - C p[C + 1 + (0.5 -0 .1 9 0 0  + O.130o)0o +

+ (0.25 -  0.1 До + 0.008 До)0o +

+ (0 .1 2 -  0.05 До + 0.004До)0о +

+ (0.035 -  0 .016До + 0.0012 До)0о +

+ (0.024 -  0.011 До + 0.0009 До) О" +

+ (0.011 -  0.0049 До + 0.0004До)0()2 +

(26)

+ (0.0013 -  0.0006 До)0(, +

+ (0.0007 -  0.0003 До)©" -  (0.25 До -  0 .0 1 6 ^ )] .

При выводе расчетных формул использовали 
разложение в ряд функций (3), (6)—(10). При этом 
ограничивались ш естью  членами разложения. 
Это определялось степенью сходимости рядов, 
входящих в расчетные формулы. Оценки показы­
ваю т, что приведенными расчетными формулами 
можно пользоваться при условии, что 0О < 1.

Оценим долю подсасывающей силы в общей 
тяге (Улс). В этом  случае получим выражение, 
аналогичное выраж ению  (26) в работе [ 19]

Х хс =  m * v ncw zc o s ^ - m * v nca ccos/& +

Р / /—’ЙС 2 тСХ • 7 7+ —  (Су v nc +  С у v ncb a c -  Су b v nc -

СО- . '

-  Cv oo,ZCac)cos Д.

(27)

Это выражение после усреднения по времени 
примет вид

(С “ v ‘0cosД -  CyZ&>-b~a ccos Д) +

+ Ь\Су - 2 пг’ \ - ------------- ^у„,.а,.со8Д +
р S b F

(28)

О
Г 4 ~  -  у  х ' (24)

Здесь и ранее X = х/Ь.
2 

а г
С -  - -Ч  5  -  7 С + у ( 1  +0.7500 +0.4170о+ 0.210о +

+ 0.1 О,8, + 0.04400° + 0 .0 1 2 0^2 -  Д„(0.38 + 0 .3 1 0 (2 +

+ 0.180о + 0.10о + 0.044 0(8, + 0.02 0^°) + (25)

+ b 2 т
Vpsb~ у

со. cos Д

Для удобства использования этой формулы ее 
полезно представить в форме коэффициентов 
подсасывающей силы

С х =
2 Х хс

р sul ~ Cxi С У2 + Су2 + СХ2  ' 'ХЪ ' -Х 4 ’ (29)
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St 0о> Рад

0.15 0.45
0.25 0.7
0.35 0.891
0.45 1.043

Таблица 2. Коэффициенты аэродинамических произ­
водных для крыла с удлинением 5, пересчитанные к 
центру крыла

St Sh-o s У ° у
с “г

у

0.15 0.628 3.31 0.506 0.865 -0.244

0.25 1.047 3.047 0.894 0.812 -0.142

0.35 1.465 2.93 1.024 0.786 -0.1

0.45 1.884 2.82 1.154 0.757 -0.055

где

СXI =

п  _  Су a 0D0(S/i0)  ̂
 ̂ Х

х (1 -  0.375^0 + 0.026$о -  0.00076i3q),

г  — ( г а ~m  Y y- c \ ( S h ()) х  
хз “  { y ~ p S b )  2

х

х 1(0.5 -  0.0626Dq + O.OO32i3o)0o +

+ (0.042 - O.O13i3o)0o + (0-01 - O.OO36Do)0o + (32) 

+ (0.003 - 0.001 D ^ o  + (0.001 - 0.0004Dp)О,,0 +

+ 0.0003 0()2 + 0.25 Dq -  0.02 Dq ],

A \ C  
)X' (33)

Для присоединенной массы кры ла бесконеч­
ного размаха на единицу длины имеем

m = рлФ74, 

для прямоугольного крыла

т* ~ 0 .9р/(л /Г /2), 

для треугольного крыла [7-9, 21]

т = ртсЬ 1/6.

(34)

(35)

(36)

В полученные ф ормулы  входят геометриче­
ские и кинематические параметры  крыла. Кроме 
них входят еще аэродинамические производные, 
которые табулированы и приведены в работе [1] 
для различны х форм кры ла, удлинений и чисел 
Струхаля. Геометрические и кинематические па­
раметры считаются заданными.

Применим полученные ф ормулы к оценке ко­
эфф ициента тяги, развиваемого жестким прямо­
угольным кры лом с удлинением, равном 5, экспе­
риментально исследованном в работе [19]. Кине­
матические параметры кры ла следующие: ось 
вращения проходит на расстоянии 1/3 от передней 
кромки (в этом случае безразмерная координата 
X  = -1 /6), диапазон максимальных значений угла 
атаки от 10° до 30°, диапазон чисел Струхаля от 
0.15 до 0.45, отношение амплитуды линейных ко­
лебаний к хорде кры ла h j b  = 0.75, U0 = 0.4 м/с. Для 
числа Струхаля в упомянутой работе принято вы­
ражение

St = 2 h0f / U 0. (37)

Это вы ражение отличается от принятого в на­
шей работе и находится с ним в соотношении

St  = h0(Sh0)/bn. (38)
(30)

(31)

В расчетны е ф ормулы (20)—(26) входят углы 
а (|, D0, а такж е их сумма 0О. В эксперименте из­
вестны только значения углов атаки, при кото­
рых проводились измерения. Остальные два угла 
могут бы ть найдены из соотнош ения (3). Разло­
жим правую часть этого соотношения в ряд и 
ограничимся первыми четы рьмя членами. После 
почленного интегрирования полученного ряда в 
пределах от 0 до п/2 получим следующее соотно­
шение, связы ваю щ ее число St и суммарный угол 
0„:

K(St) = 0О( 1 +O.2220Q + 0.0710Q+ 0.02470о). (39)

В табл. 1 приведены вычисленные величины 
угла 0П для значений числа St, использованных в 
эксперименте.

Из последней строки табл. 1 видно, что при 
St = 0.45 0О > 1 использование расчетных формул 
может приводить к значительной погрешности.

Уже отмечалось, что входящие в расчетные 
формулы коэф ф ициенты  аэродинамических про­
изводных табулированы в работе [1]. Однако они 
представлены для удлинений крыла, не превыша­
ющих 4. А  в эксперименте, описанном в работе 
[19], удлинение кры ла близко к 5. Значения про­
изводных для удлинения 5 было получено путем 
экстраполяции. Кроме того, в работе [1] коэф фи­
циенты аэродинамических производных рассчи­
таны для точки крыла, отстоящ ей от передней 
кромки на четверть хорды, а в расчетные форму­
лы (20)—(26) входят величины, пересчитанные к 
центру кры ла. Поэтому целесообразно и коэф-
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Сравнение расчетных значений (линии 1-4) и экспе­
римента (точки).

фициенты аэродинамических производных пере­
считать к центру. В работе [ 1 ] подробно описана 
методика такого пересчета. В табл. 2 представле­
ны уже пересчитанные значения коэффициентов 
для значений числа Струхаля, использованных в 
эксперименте.

На рисунке приведены экспериментальные 
данные из работы  [20], а также расчетные значе­
ния (сплошные линии), полученные с помощью 
формул (20)-(26). Видно, что расчетные значения 
хорош о согласуются с экспериментальными при 
малых значениях числа Струхаля и углов атаки 
кры ла. Это объясняется тем, что формулы были 
выведены при условии малости угла атаки. Хуже 
согласие при St = 0.45. В этом случае 0О > 1 и, стро­
го говоря, расчетные формулы не применимы. 
М ожно расширить диапазон применимости рас­

четных формул ценой значительного их усложне­
ния, но это едва ли целесообразно.

Таким образом, полученные расчетны е ф ор­
мулы позволяют легко оценить гидродинамиче­
ские силы, развиваемые крылом.

Авторы приносят искреннюю благодарность 
Р.И. Герасимовой за помощь в подготовке руко­
писи.
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