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С использованием  приближ енны х выраж ений для составляю щ их гидродинам ических сил через 
коэффициенты  аэродинам ических производных первого порядка и кинем атических парам етров 
движ ения построена м атематическая модель работы  плоского ж есткого крыла различного удли
нения при больш их амплитудах линейны х и угловых колебаний и различны х полож ениях оси 
вращ ения крыла. П олучены  расчетны е формулы для вычисления коэффициентов тяги, м ощ ности 
и полезного действия в случае гарм онических изменений амплитуды колебаний и угла наклона 
кры ла к горизонтальной оси. П оказано хорош ее совпадение результатов расчета но полученны м  
формулам с соответствую щ ими известны ми численными реш ениями, а такж е эксперим ентальны 
м и данными.

Теоретические оценки эффективности работы 
крыла как движителя, совершающего колебания 
большой амплитуды, в настоящее время про
водят численными методами, которые требуют 
специальных знаний и навыков [2, 12-15, 17,
18]. В последние годы ведутся работы по соз
данию теории крыла на основе гидродинамиче
ских производных с получением относительно 
простых расчетных формул, которые позволяют 
проводить оперативную оценку гидродинамиче
ских сил, развиваемых жестким крылом, и его 
коэффициента полезного действия при больших 
амплитудах колебаний и произвольном положе
нии оси вращения крыла [4-10, 16]. За основу 
принято решение плоской (двумерной) малоам
плитудной задачи о неустановившемся движе
нии тонкого профиля, которая была рассмотрена 
в частности в работах Некрасова [3] и Седова 
[11]. В случае малых колебаний профиля отно
сительно некоторого основного движения авто
рами были получены выражения для гидродина
мических сил, допускающие простое физическое 
толкование.

Пусть имеется тонкое крыло, движущееся в 
безграничном объеме несжимаемой жидкости, 
покоящейся на бесконечности. Движение крыла 
можно представить в виде основного движения 
со скоростью U0 и наложенного на него добавоч
ного движения с малыми перемещениями и ско
ростями. При рассмотрении движения крыла в 
подвижной системе координат X0Y, движущейся

со скоростью U0, полагалось, что при колебаниях 
с задней кромки профиля сходит линия разрыва 
скоростей или вихревая пелена и на задней кром
ке выполняется условие Чаплыгина—Жуковского 
о конечности скорости. При этом были получены 
следующие выражения для подъемной силы Y, 
нормальной к линии профиля, и подсасывающей 
силы X, направленной вдоль линии профиля:

* dv „
Y = - m  —— -  PTtbU0( v n f  bcoz/4) -

dt

b TT
- P y C . /

Ы2

7(1, t)dc

V i2 - ( 6 /2 ) 2 ’

( 1)

X =  pnb (1/2ТГ) J 7 ( i  t)dz

Ы2 V i2 - ( £ /2 ) 2
(2)

где m* = рк{Ы2)2 -  присоединенная масса профи
ля, b -  хорда крыла, vn -  нормальная скорость в 
центре профиля, ooz = dd/dt -  угловая скорость, 
0(/) -  угол наклона крыла к горизонтальной оси, 
7(1,0 -  вихревая интенсивность в следе на рас
стоянии |  от центра крыла.

Несложными преобразованиями выражения (1) 
и (2) можно представить в виде:

* dv „
Y= -т  — - - р и 0Г

dt О )
Х =  т* vn(Pz + p V y f -  ркЬиДрп -  и Д.
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Здесь величину Т  = i tb \v n -
ЬСО-

и » можно

рассматривать как присоединенную циркуляцию,
оо

1 [  у(£, t )d l
а и , —

j e - ( b / 2 ) 2
как некоторую эффек

тивную вызванную скорость, обусловленную на

личием за крылом вихревой пелены.
Теперь рассмотрим задачу о неустановившемся 

движении крыла конечного размаха в постановке, 
аналогичной постановке в плоской задаче. При 
этом пусть форма крыла в плане будет симметрич
на относительно центральной линии 0Z (рис. 1).

Будем полагать, что в случае неустановивше- 
гося движения крыла конечного размаха влияние 
следа на гидродинамические характеристики 
крыла можно так же, как в плоской задаче, учесть 
введением некоторой эффективной индуцируемой 
скорости. При этом будем считать применимым 
метод плоских сечений и будем допускать спра
ведливость соотношений, аналогичных (3)

/

Y = -m *  —— - p U 0 j r ( z ) d z ,
dt

-i
(4)

где иг

X =  m* У„о)2 + py„ j T ( z ) d z  -  X h
-i

-  присоединенная масса крыла,

рость, индуцируемая вихрсвои пеленой, остаю
щейся в следе, vn -  нормальная скорость крыла 
в точках оси симметрии крыла 0Z, b(z) -  хорда 
крыла в сечении z = const, / -  полуразмах крыла. 
Для бесконечного крыла выражение для индук
тивного сопротивления будет иметь вид

X , = pxbuJyVn -  и ,). (5)

До сих пор мы рассматривали случай малоам
плитудных колебаний бесконечного крыла и кры
ла конечного размаха. Теперь перейдем к случаю 
больших амплитуд колебаний крыла.

Рассмотрим движение крыла конечного разма
ха в неограниченном объеме жидкости (рис. 1). 
Пусть форма крыла в плане является симметрич
ной относительно оси 0Z  и в системе координат 
0XYZ, движущейся с постоянной скоростью U0 
в направлении ОХ, движение крыла задается за
коном колебаний у, = y x(t), а = a(t), и Э = $(?), 
Э -  угол наклона крыла к горизонтальной оси, 
а  -  угол атаки. Будем допускать, что при боль
ших амплитудах поперечных и угловых колеба
ний, мгновенные значения угла атаки являются 
малыми величинами, и характер обтекания кры
ла является безотрывным. Тогда, исходя из фи
зических закономерностей, для составляющих 
гидродинамических сил в рассматриваемом слу
чае будут справедливы соотношения, аналогич
ные (3):

Y = - m
dv„
dt

pU  c o sa

ij T(z)dz

Xj = p7t j b ( z ) f t ( z ) ( v „ -  f j z ) ) d z  -  индуктивное
-/

“сопротивление”,/ * -  некоторая эффективная ско-

(6)

Х =  т*VnCOz +  p v n J r ( z ) d z - X i .

Подъемная сила 7, нормальная к плоскости 
крыла, включает составляющую, обусловленную

* d v nвлиянием инерционности среды —т ----- , и цир-
dt

куляционную составляющую —p U co sa

i

j r { z ) d z .

Вектор подсасывающей силыХв плоскости крыла 
перпендикулярен оси 0Z. Величина X  определяет
ся значениями инерционного члена m*vn(i>z, цирку

ляционного pv

I

п j r { z ) d Iiz и индуктивного сопро

тивления -  Х г Циркуляционные составляющие в 
соотношениях для подъемной и подсасывающей 
сил являются соответствующими проекциями
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силы Жуковского pU

I

j r ( z ) d z , нормальной к век

тору мгновенной скорости движения крыла U.
В выражениях (6): U -  абсолютная скорость 

движения крыла (относительно неподвижной 
жидкости); vn -  нормальная к плоскости крыла 
составляющая скорости U; Г -  циркуляция в сече-

7 ddнии крыла Z; р -  плотность жидкости; ш = — .
dt

Величины U, vn определены в точках оси сим
метрии крыла 0Z.

vn = Vvcosd -  U0sind = U sina, (7)

где V  = dyy/dt, а -  мгновенный угол атаки крыла 
(считается малым).

Проекция гидродинамических сил на ось ОХ 
(сила тяги) будет иметь вид:

Fr = X cosO -  Fsin Q -
pSU2

С cosS. (8)

Здесь и далее С -  удвоенный суммарный коэффи
циент сопротивления крыла (трения и формы), 
S -  поверхность одной стороны крыла.

На основании (6) и (8) выражение для Fx можно 
представить в виде:

c/(w„sin9)
/

F r = т 4   +pVy j V ( z ) d z  -  A7cos6 -

pSU2

dt

CcosQ.

(9)

Из последнего соотношения следует, что при 
периодическом законе колебаний среднее за пе
риод колебания крыла значение тяги Fx будет в 
основном определяться циркуляционным членом 
и индуктивным сопротивлвением.

В линейном приближении для подъемной силы 
Y может быть сделана следующая оценка [ 1 ]:

Y= —т dv„
dt

pU  co sa

i

j r ( z ) d z pU  / „ a v»b „ (o,
  S  - C “ —  - C l  - ^  + C “Z — + C?u y u2 и u2 ( 10)

Здесь C“, C“, C“z, C“z -  коэффициенты гидроди- течение периода колебаний, зависящими от числа 
намических производных [1], b и б” -  хорда и пло- Струхаля, которое имеет вид: 
щадь одной стороны крыла соответственно. При 
оценках Y примем, что коэффициенты гидродина
мических производных являются постоянными в

С/ _  ш ЬSri о
и п

iF(z)dz = —
=t= .

т V. US
p [ /c o s a  2 c o s a '

С

Из выражения (10) получим

ш-b2 'ria Ь„Ь ^

У jj2 У и 2

( 11)

( 12)

С учетом выражения (12) получим формулу 
для тяги

d ( v n sin i^) pS
dt 2 c o sa

C ay v n Vy + b \C ay - ^ -  jy„sinO  

С“г6м. Vv -  C ^  62d).sin 0

X cosQ  -
pSU2

CcosO. (13)

0 = a +  Q -  угол наклона траектории движения 
крыла.

Соотношение (13) получено в предположении, 
что кинематические параметры крыла заданы от
носительно его центра. Однако более интересен 
общий случай, когда кинематические параметры 
заданы относительно любой точки продольной 
оси крыла. Это особенно важно применительно к 
плаванию дельфинов и рыб с полулунным хвосто
вым плавником. Пусть в системе координат 0XYZ,

движущейся в направлении оси ОХ с постоянной 
скоростью U0, движение крыла задано периоди
ческим законом колебаний точки х, (рис. 1). Для 
оценки гидродинамических сил, развиваемых 
крылом в этом случае, можно воспользоваться 
полученным соотношением (13), однако все необ
ходимые соотношения, описывающие движение 
крыла, должны быть записаны относительно его 
центра. Закон движения рассматриваемого крыла 
относительно центра определяется проекциями
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скоростей центра крыла относительно неподвиж
ной жидкости:

vxc= u 0 -
V y c = U y

w.x sin О, 
cozx cos О,

(14)
(15)

где Vv]= yi( t) ,  coz = Э(?), у, (/) -  вертикальные 
колебания крыла, х  -  расстояние от центра крыла

до точки х,. Точка над буквой здесь и далее обо
значает производную по времени.

Формула (13) после усреднения по времени бу
дет иметь вид для случая, когда кинематические 
параметры движения крыла заданы относительно 
точки х, и пересчитаны к центру крыла (угол ата
ки считается малым)

/ V  =
pS  |

C l v „  V I +Ъ\С1 2т
pSb

v ncsinQc -  bC?a>z Vyc -  b2 C “2cbzsin 0 c -

pS
(16)

- X , c c o s Q - ~ U 2cCcosd.

Формула (16) отличается от (13) наличием ин
декса “с” у тех величин, которые пересчитаны к 
центру крыла. Аналогично соотношениям (14) и 
(15) выпишем выражения для других величин

vnc = V t cos д -  U0 sin д + o)zx = Uc sin a c ,(17)
0c = a  c + Q = arctg(Vyc/Vxc), (18)

(19)JJ2= V 2 + V 2
с ус  x c ’

Коэффициент полезного действия крыла (КПД) 
определяется как отношение полезной энергии к 
затрачиваемой

где

А с 
Л = - ~

Р г

А с = FrrU.
где а с -  угол атаки, пересчитанный к центру 
крыла.

Угол наклона крыла не имеет индекса “с”, так 
как он одинаков во всех точках крыла, в том числе 
и в точке х,. Поэтому он определяется кинемати
ческими параметрами именно этой точки (мгно
венным углом набегающего потока 0, и углом 
атаки а , в точке х,).

P c = - F ycVyc- M zc coz.

(20)

(21)

(22)
Здесь Fxc и F  -  горизонтальная и вертикальная 
силы, действующие на крыло, соответственно, 
Vyc -  вертикальная скорость крыла, Mzc -  момент 
сил относительно оси вращения крыла, который 
имеет вид

М  =
pSbU]

-т  . a „ т.
аС_Ь
и п

- + /и,
С/о

й>2Ь'

Ul
(23)

Здесь m z, m z, m zz, m zz -  коэффициенты враща- . pSU2 „  . 0
Г11 F  = X sin o  + 7 c o s a   C s in a  (24)тельных производных момента [1]. у 2

Проекция гидродинамических сил на ось 0Y  Если кинематические параметры определены в 
будет иметь вид (кинематические параметры произвольной точке крыла, выражение (24) при- 
определены в центре крыла): мет вид (при условии малости угла атаки)

F =± ус —т
d (v nc cos 0) р S  

dt 2
- С у  V n c  К о  - l c dy -  J ^ j b v n c C O S  0 С +  

+ С “г coz b Vxc + c f  d)z b 2 с о s 0С (25)

-АД sin  Q -
pSU]

CsinS.
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Первый член в формуле (22) после усреднения по времени будет иметь вид

473

/7 у  = т  Vус ус г ус
d ( v nc co s0 ) pS 

dt 2

C“ v V V + C a -у  u  nc r xc Y у  с \ у
a 2 m * ,bvnr Fvceos0., 

pSb ! У

- c ; * u zbvxc Vyc -  Cyz(b.b Vvccos ec (26)

+ X ic VyC s i n 0 + PSUc Vyc _ . q -------------C s in a

Второй член также после усреднения может быть записан в виде

=
pSb

т °а сш2и с +т
а  а с Ь ш 2  U с ait bUt b 2 U2

Un
■ —  о т ,

и п
-  т со-

U l
(27)

Формулы (16), (26) и (27) имеют общий вид и 
справедливы при любых кинематических пара
метрах и формах крыла. Они могут быть исполь
зованы для оценки тяги и КПД крыла численными 
методами, что очень громоздко и требует опреде
ленной квалификации в области вычислительной 
математики.

Для каждого конкретного набора кинематиче
ских параметров формулы (16), (26) и (27) могут 
быть упрощены путем процедуры усреднения в 
каждом члене. В результате без большого труда 
можно получить набор расчетных формул и с до
статочной точностью использовать для оператив
ной оценки гидродинамических сил и коэффици
ента полезного действия, развиваемых крылом. 
Приведем эти формулы для случая гармонических 
линейных и угловых колебаний крыла:

у { = у 0 sin Ш, 0 = 0О cos ой. (28)

Формула (16) может быть представлена в фор
ме коэффициентов тяги

СТ = -
2 Fxc 

pSUl
Ст1+СГ2 + СТ2 + СТ4 + С Т5 + Сп . (29)

Входящие в формулу (29) коэффициенты тяги 
имеют вид:

иО
где

V п V у 1   }

и 20 К

А =

О .5 М --0 „  ]-О.1880;

+ 0.0130Q ( -  0.20,
\ А„

$l(Sh0) 2X 2

О.3330о +

Здесь и далее Х =  —, Ар = и 0/шу0.

_ a 2m* \ bbncs in6c _ й 2т* \ 1
СТ2= С “ -

pSb и\о
-  \ С у -  ■\  у pSb I X

Ьш2 V I
Г  = _ C “Z - = —Г ш* —  л L C3 ТТ2 СУ v  Л>

U0 л

С Т4 = - С и,
b2 со, sin 0С 

U l
■ = С “

V 2 ( ^ o) 20o

-/2А;

0.5-■
0.125 0.0938

(2А2 + 1) (2А2 +
0.052

Р

0.0586
о 2

-+■
(2А2 + 1У (2At, + 1)
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С т5 '
к v 2nccosd  7Г / yfcosQ

Ui Ui
+А

где

y 2cosQ

I I 2 и 0
= 0.5

■ - $  -1 .1 2 5 $

- 0 .1 3 7 $  —  -  0.844 - 2- + 0 .144$

0 .556$ j + 0 .5 4 7 $  j - у  -1 .162  у -  + 0 .289$  | -

В формуле для СТ5 составляющая гидроди
намических сил, обусловленная индуктивным 
сопротивлением крыла, определялась оценкой 
“сверху” [4-10,16], т.е. по максимуму:

puSv l  
X  <  1  --

сГ6 = -с-U2 cosQ U] cosf)
-+А

Ui Ui

где

где S  -  площадь одной стороны крыла, vn -  нор
мальная скорость крыла. Было показано, что это 
выражение является достаточным приближени
ем при расчетах пропульсивных характеристик 
крыла в случаях умеренных удлинений крыла 
2 < А < 5 или когда доля индуктивного сопротив
ления мала в общем балансе гидродинамических 
сил. В общем случае, когда значения удлинения 
крыла не ограничиваются указанными выше пре
делами, может быть получено более корректное 
выражение для индуктивного сопротивления [6].

U] cosd

Ul
=  1

0.5

Xi

0 .188$  т i
0 -0 .2 5 $  .

К

U l  +  $ ( D 2  C O S 2Здесь допущено упрощение U\
Ш.

Формула для присоединенной массы крыла 
бесконечного размаха на единицу длины име
ет вид: т' = ркЬ2/4, для прямоугольного кры
ла: т' ~  0.9 pl(nb2/2), для треугольного крыла: 
т‘= 0.9 р%Ь21/6.

Формулу (22) можно представить в виде суммы 
коэффициентов мощности

СР = - 2РС
pSU30

— С pi + Cp7+CpT + Cp4 + Cp<;+Cp6 + Cp7 + Cp8 + CpQ+Cpin + C'РЪ УР4 '  Р5 Р6 -'PI 'Р 9 'Р10 'Р \Ъ (30)

которые имеют вид

Ср, = т*
p s u I  ус

d{vnccosd ) * (Sh0) $ Х  
к ----------------- = т

dt pSb

А,
■ - $  ( 1 -0 .3 7 5 $  + 0 .1 0 9 $ ) -

з о 2
- —  (1 — 0 .4 1 6 $ +  0.107$)

4Ар

-  —  (1 -  0 .375$ + 0.026$) +
К
А3

+ у ( 1 -  0 .417$ + 0.079$)
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v V  Vп  _  п а  пс у xv v ус _
L у j -C jM

и.о

у - - $  - 0 .1 8 8 $ М - - 0 .333$  +

+ 0 .013$ ( т -  - 0 . 2 $

+(Sh0)2d20X 2
0 .5 + 0 .0 6 2 5 $ -0 .0 4 7 $ -  

-  0.25 — (1 -  0 .332$  + 0 .08$)
К

CP3 = \ct~-2т* \ b v nc Тс,.s in 0С
pSb

= С?
Ui

2т
pSb

(Sh0)2% X
-0.5 + 0 .1875$ -  0 .0547$ 

, $ ( -0 .1 2 5 + 0 .1 1 4 6 $ -0 .0 2 9 $ )

Г  =^  РА у

bu>z Vxr Vvr „ ,
 ^  = - С “Ч 5 $ ) 2$ Х

u l
0.5 -  0 .0625$+  0 .0052$ -  — (0.125 -  0.0104$)

К

СР5
b toz VxcsinQc

Ui V2(2A2 + 1)

1 - 0.25 - + - 0.1875

(2А2 + 1 ) (2А2 + 1 )
0.117 , 0.103

(2А2 + 1)3 (2А2 +1 )4

+

2 V 2(Sh0)2# X X 2

V(2A2 +1)

0.1146 + - 0.0287

(2А2 + 1У

+ $ 1 -0 .0 1 0 4  + - 00026
(2А2 + 1 )

Сп  =
7Г V yc V  I c  s i n  Э 7 Г $  .

u l

К

+ $

— (1 -  0 .972$ + 0 .3 7 1 $ ) -
2 Л р

- $ ( 1 - 0 . 6 9 4 $ +  0.184$)

/ 3
2 \  

(Sh0)2i%X

(,Sh0) 2Q0X 2 (1 -  0 .4 1 7 $ +  0 .08$)
Р

2д2 v2
(1 .5 -0 .6 2 5 $ +  0 .16$)

Cpj
CVycU2c sin 6

u l
С

3
$ 4А2

2АР
+ ( 1 -

- (1 -0 .4 1 7 $  + 0.018$) +

+(1 -  0 .125$ + 0.0052$) + (5У?0) $ л

УСПЕХИ СОВРЕМЕННОЙ БИОЛОГИИ том 129 № 5 2009



476 РО М А Н ЕН КО  и др.

Ьта: ас и сш2

U l
= mazl(Sh0Y X X

1 -
0.25

(2AJ + 1) 
0.0234

0.0625
(2Ар + 1 ) 2 

0.0146

(2Ар + 1 ) 3 (2Ар +  1 ) 4

O.O6250Q

2 V2Aр  V 2Ар +1

0.5 -  0 .1250Q

| 0.0469
(2Ар + 1 )2 

O.OO490Q

+ (2Ар + 1 )3

2 V2 V 2(А|> + 1 )

1 -  O.3330Q 4

; 0.0117

(2Ар + 1 ) 2

( 2 А р + 1) 

0.01170р 

(2Ар + 1 ) 2 

| 0.0171

(2Ар +  1 ) 4

0.005200

Ар 0о

V2 V2Ap + l

( ^ о) 20 2А рХ

О.25-О.О4170о 

0.003 90д

(2Ар + 1 )

O.OO390Q 

( 2 А р + 1 ) 2 

| 0.0235

(2Ар + 1 ) 2 

0.0086

4 V2 V2Ap + l

(2Ар +  1 ) 2 (2А> +  1 ) 4

0.5 , 0.3281.5 + -
(2Ар + 1 )  (2Ар +  1 ) 2

0.234 , 0.188

С ОР9 = W,
d„ oyZr U~

и 4и 0
= Аг

(0.5 -  O.1250q)(1 -  0ОА ) 1 -

-  0.5(1 -  0ОА ) 0.25

(2Ар +  1 ) 3

0.0625
(2А2 +  1 ) 2 

0.0234

(2Ар +  1 ) 4 

0.0146
(2А2 + 1  ) 4 

0.0085

+ O.1250q(1 -  0ОА )

(2А2 + 1 )  (2А2 +  1 ) 3

0.04690 .5 -

(2А2 + 1 ) 5 

0.0122

(2А2 +  1 ) 2

-0о(О.25-О.О2О80о) 0 .5 - 0.0156

(2Ар + 1)2

(2А2 +  1 ) 4 

0.0024

(2А2 + 1)4

(2А2 + 1)

10.25 -  O.O6250Q -  '

I-0 оАр(О.25 -  O.O2O80q) ) 0.5 + - 0.0469

(2А2 + 1)2

где

_
m ‘ (SI1„)29„ У2Л; +  1

С _ ср ю т ,
оУи]ъ2

и г

( ^ о) 20 2о i | 1 | 3 ( ^ О) - 0 2Х 2
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С О
р и  =  т г

ъ ъи 1

U5o
== т

(Sh0)4d30X
2Ап

2 Э0АР

• 4

Получение расчетных формул неизбежно 
связано с некоторыми упрощениями и допуще
ниями, что может приводить к погрешностям. 
С целью оценки величин таких погрешностей был 
разработан алгоритм численного расчета гидро
динамических сил и КПД, развиваемых крылом, 
по исходным формулам (16), (26) и (27).

Как показали оценки, погрешность вычисле
ний с помощью расчетных формул не превышает 
3-5%  по сравнению с вычислениями по исходным 
формулам (16), (26) и (27) с помощью разработан
ного алгоритма.

На рис. 2-10  представлено сравнение результа
тов численных решений по линейной и нелиней
ной теориям для коэффициентов тяги, мощности 
и полезного действия жесткого крыла [14, 15, 
18, 19], экспериментальных результатов [14] и 
результатов вычислений по приведенным форму
лам (в предположении, что крыло бесконечное). 
Фазовый сдвиг между линейными и угловыми 
колебаниями равен 90°. На рис. 2,4,8 и 10 показа
ны результаты трех работ, с которыми проводится 
сравнение [14, 18, 19], а на рис. 3, 5-7, 9 -  работ 
[14,18]. По горизонтальной оси отложены значе

ния чисел Струхаля Sh0 = (нижняя шкала) иUа

Рис. 2. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента тяги (1) [13], нелинейного численно
го решения (2, 3, 5, 6) [14, 17, 18], линейной теории (4) и 
вычислений по приведенным формулам (7, 8). Вычисления
(7) проведены без учета сопротивления трения и формы,
(8) -  с учетом сопротивления крыла. Кинематические пара
метры крыла: y j b  = 0.75, а 0 = 15°.

Рис. 3. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента мощности ( 1) [14], нелинейного чис
ленного решения (2, 3) [14, 17], линейной теории (4) и вы
числений по приведенным формулам (J и б) соответственно 
без учета сопротивления трения и формы крыла и с учетом. 
Кинематические параметры крыла: y j b  = 0.75, а 0 = 15°.

Рис. 4. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента полезного действия ( /)  [14], нелиней
ного численного решения (2, 3, 5, 6) [14, 17, 18], линейной 
теории (4) и вычислений по приведенным формулам (7, 8). 
Вычисления (7) проведены без учета сопротивления трения 
и формы, (8) -  с учетом. Кинематические параметры крыла: 
у 01Ь = 0.75, а 0= 15°.

St те ~
fA ТЕ

и п
Последняя форма числа Струхаля

обычно используется в иностранной научной 
литературе. Здесь / -  частота колебаний крыла, 
А те -  полный размах (двойная амплитуда) коле
баний задней кромки крыла. Между этими дву-
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Рис. 5. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента тяги (1) [14], нелинейного численного 
решения (2, 3) [ 14, 17], линейной теории (4) и вычислений по 
приведенным формулам (5, 6): J  -  без учета сопротивления 
трения и формы крыла, б -  с учетом. Кинематические пара
метры крыла: у01Ь = 0.75, а 0 = 15°.

Рис. 7. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента полезного действия (7) [14], нелиней
ного численного решения (2, 2) [14, 17], линейной теории 
(4) и вычислений по приведенным формулам (5, б) соответ
ственно без учета сопротивления трения и формы крыла и 
с учетом. Кинематические параметры крыла: у 0/Ь = 0.75,

Рис. 6. Сравнение результатов экспериментального опре
деления коэффициента мощности (7) [14], нелинейного 
численного решения (2, 3) [14, 17], линейной теории (4) и 
вычислений по приведенным формулам (5, 6) без учета 
сопротивления трения и формы крыла и с учетом соответ
ственно. Кинематические параметры крыла: y j b  = 0.75, а 0 
= 15°.

мя формами представления числа Струхаля нет 
однозначного соответствия. Для определения 
величины А те необходимо составить уравнение 
движения задней кромки крыла и, решив его, най
ти амплитуду колебаний. Здесь мы не приводим 
этого уравнения и его решения ввиду недостатка 
места.

Для получения нелинейного численного реше
ния в работе [14] использована модель идеаль
ного двумерного потока, обтекающего профиль

Рис. 8. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента тяги (7) [14], нелинейного численного 
решения (2, 3, 5, 6) [14, 17, 18], линейной теории (4) и вы
числений по приведенным формулам (7, 8). Вычисления по 
формулам (7, 8) проведены соответственно без учета сопро
тивления трения и формы крыла и с учетом. Кинематические 
параметры крыла: y j b  = 0.25, а 0 = 15°.

Жуковского в предположении, что след состоит 
из точечных вихрей. Далее использована теория 
комплексного потенциала для определения ло
кализации вихрей и циркуляции. В работе [17] 
получены решения уравнений Эйлера и Н авье- 
Стокса для трехмерного сжимаемого стационар
ного и нестационарного потоков. В работе [19] 
также использованы уравнения Навье-Стокса, 
но применительно к двумерному сжимаемому 
нестационарному потоку. Кроме того, в этой же
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Рис. 9. Сравнение результатов экспериментального опре
деления коэффициента мощности (7) [14], нелинейного 
численного решения (2, 3) [14, 17], линейной теории (4) и 
вычислений по приведенным формулам (5, 6) без учета 
сопротивления трения и формы крыла и с учетом соответ
ственно. Кинематические параметры крыла: у^Ь  = 0.25, 
а 0 =15«.

Рис. 10. Сравнение результатов экспериментального опреде
ления коэффициента тяги (7) [14], нелинейного численного 
решения (2, 3, 5, 6) [14, 17, 18], линейной теории (4) и вы
числений по приведенным формулам (7, 8). Вычисления (7) 
проведены без учета сопротивления трения и формы крыла. 
Вычисления (8) -  с учетом. Кинематические параметры кры
ла: уд/b = 0.25, а 0 = 15°.

работе использован нестационарный панельный 
метод (UPM) для больших амплитуд колебаний 
крыла.

В эксперименте [14] использовано крыло 
NACA 0012, имеющее хорду, равную 10 см, и 
размах, равный 60 см. Удлинение крыла более 6. 
Ось вращения крыла расположена на расстоянии 
1/3 хорды от передней кромки. Число Рейнольдса 
в эксперименте составляло 40000.

Рис. 11. Зависимость КПД жесткого треугольного крыла, 
моделирующего хвостовую лопасть дельфина, от относи
тельного положения оси вращения (X  = x/b). 1 -  КПД без 
учета сопротивления трения и формы крыла, 2 - е  учетом 
сопротивления.

Обращают на себя внимание два обстоятель
ства: во-первых, разные модели численных ре
шений дают заметно различающиеся результаты, 
во-вторых, в некоторых случаях эксперименталь
ные результаты значительно отличаются от теоре
тических. Последнее обстоятельство объясняется 
вихреобразованием на передней кромке крыла и 
пренебрежением силами сопротивления трения и 
формы крыла.

Результаты вычислений по приведенным выше 
формулам удовлетворительно согласуются с ре
зультатами численных решений и эксперимента.

Полученные расчетные формулы были при
менены для оценки коэффициента полезного 
действия (КПД) хвостовой лопасти дельфина 
как движителя. Хвостовую лопасть моделиро
вали треугольным жестким крылом. Параметры 
крыла принимали такими же, какими обладает 
хвостовая лопасть дельфина [7, 17]: удлинение 
4, скорость набегающего потока 4.3 м/с, площадь 
крыла 0.063 м2, хорда 0.252 м, размах 0.5 м, угол 
наклона крыла к горизонтальной оси 38 град, угол 
атаки крыла 3.3 град, частота колебаний 2.23 Hz, 
число Рейнольдса около 1.106, С =0.0265. Оценку 
проводили с учетом и без учета сопротивления 
трения и формы для различных положений оси 
вращения крыла: от -  1 до +1.5 хорды относи
тельно центра крыла. Индуктивное сопротивле
ние рассчитывали по формулам, приведенным в 
работе [6]. На рис. 11 рассмотрена зависимость 
КПД крыла от положения оси вращения.

Результаты, приведенные на рис. 11, свидетель
ствуют о том, что максимум КПД достигается в 
случае, когда ось вращения находится вблизи зад
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ней кромки крыла. Этот вывод согласуется с дан
ными работ [7, 17], в которых экспериментально 
показано, что ось вращения хвостовой лопасти 
действительно располагается в области задней 
кромки. Величина КПД достигает 75% (с учетом 
сопротивления) и 94% (без учета сопротивления). 
Однако реально КПД хвостовой лопасти дель
фина может, по-видимому, достигать большей 
величины, чем 75%, так как лопасть обладает 
эластичностью. В работе [16] экспериментально 
измерен КПД эластичного крыла. Установлено, 
что при удачном подборе материала его КПД мо
жет быть значительно больше (на 36%), чем К ПД 
аналогичного жесткого крыла. (В эксперименте 
КПД эластичного крыла достигал 87%.)

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова
ний (код проекта № 08-04-00358 а).

Авторы выражают искреннюю благодар
ность Р.И. Герасимовой за помощь в подготовке 
рисунков.
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Hydrodynamic Forces Exerted by Wing as a Function of the Pitch-Axis 
Location. Thrust, Power and Efficiency at Harmonic Angular Oscillations

E.V. Romanenko, S.G. Pushkov, V.N. Lopatin

Institute o f  Ecology and Evolution, Russian Academy o f  Sciences, Moscow, Russia

Approximate expressions o f hydrodynamic forces were used to construct a mathematical model o f a flat 
rigid wing with different form and aspect ratio at high amplitudes when the pitch-axis location varies and 
heaving and heaving and pitching amplitudes are rather high. A specific feature o f  this model is the use 
o f  first-order aerodynamic derivative coefficients and kinematic parameters. Formulas were derived to 
calculate thrust and suction forces when the wing angle varies harmonically. The results o f the calcula
tions well agree with numerical solutions and experimental data.
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