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С использованием приближенных выражений для составляющих гидродинамических сил через ко­
эффициенты аэродинамических производных первого порядка и кинематических параметров дви­
жения построена математическая модель работы плоского жесткого крыла различного удлинения 
при больших амплитудах линейных и угловых колебаний и различных положениях оси вращения 
крыла. Получены расчетные формулы для вычисления тяги, мощности и КПД в случае гармониче­
ских изменений амплитуды колебаний и угла атаки крыла. Показано хорошее согласие результатов 
расчета по полученным формулам с соответствующими известными численными решениями.

Ключевые слова: плоское крыло, тяга, КПД, математическое моделирование.

Теоретические оценки эффективности рабо­
ты жесткого крыла как движителя, совершающе­
го колебания большой амплитуды, в настоящее 
время проводятся преимущественно численными 
методами, которые требуют специальных знаний 
и навыков в области вычислительной математики 
[2, 12-16, 18, 19]. Причем в большинстве публи­
каций рассматривается случай гармонических из­
менений линейных и угловых колебаний крыла. 
И только в трех работах [2, 12, 13] рассмотрены 
гармонические изменения угла атаки крыла.

В последние годы ведутся исследования по 
созданию метода решения краевой задачи в тео­
рии крыла на основе гидродинамических про­
изводных с получением относительно простых

расчетных формул, которые позволяют прово­
дить оперативную оценку гидродинамических 
сил, развиваемых жестким крылом, и его коэф­
фициента полезного действия при больших ам­
плитудах колебаний и произвольном положении 
оси вращения [4-11, 17]. При этом не требует­
ся знания методов численного реш ения интег­
ральных уравнений, достаточно умения пользо­
ваться простым калькулятором. В работах [4-11] 
детально изложена постановка задачи, поэтому 
здесь мы не будем на этом останавливаться. П о­
лучены также выражения для тяги и мощности 
колеблющегося жесткого крыла [11]. Здесь мы 
приведем их.

Тяга:

F „  = ^  ( СауХ v nc Vyc + 6 j С% -  -^-J v nc sin ес -  b e ;f  ox Vyc -  b2 C “f ox sin 0C ] -

-  X iccosQ -  u \ C cosQ.

(1)

Мощность: ^

P c = - F ycVyc- M ^ z . (2) Y c ' (3)

Коэффициент полезного действия: Выражения, входящие в правую часть формулы
(2), имеют вид:
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_/г у  = т * Vх ус ' ус ' ус
d (vnc cos9) р S 

dt 2

Са, v V V + 1 С“, -  *^  yl и ПС ’ ХС ’ ус I 111'у 1 bbm VyccosQc -

-  Cyfu>2bVxc Vyc -  C“f CM 2 Vyccos ec (4)

+2f/c FKsinO + P^C/c ^ CsinO

-M zc a)z = a t  r2 n d.c b (i)z U c
m z\ acinz Uc + m z l  — —

U(\

(0?iC7?
-  m 7

E/n
■ -  m

, (hzu zb2U2c

u i
(5)

Черта сверху обозначает усреднение по времени 
за период колебания.

Расшифруем величины, входящие в приведен­
ные формулы

Кс= U0 - u zxs in d ,  (6)

Vyc = Vyi -  cozx co s9 , (7)

где U0 -  горизонтальная скорость крыла, 9 (0  -  
угол наклона крыла, Vyl = j i ( / ) ,  coz = $(/), y x{t) -
вертикальные колебания крыла в точке х, (точ­
ка, через которую проходит ось вращения крыла), 
Х 1С, -  индуктивное сопротивление, пересчитанное 
к центру крыла, х  -  расстояние от центра крыла до 
тонких!. С “„ С %  Су[, с %  m azU m “„ m “f, от“,2 -  
коэффициенты гидродинамических производных 
и коэффициенты вращательных производных мо­
мента [1], р -  плотность жидкости, S  -  площадь 
одной стороны крыла, Ъ -  хорда, т* -  присоеди­
ненная масса крыла. Точка над буквой здесь и да­
лее обозначает производную по времени.

В формулах (1—7) величины, которые пересчи­
таны к центру крыла, имеют индекс “с” . Угол на­
клона крыла не имеет индекса “с”, так как он оди­
наков во всех точках крыла, в том числе и в точке 
х,. Поэтому он определяется кинематическими 
параметрами именно этой точки (мгновенным 
углом набегающего потока 0, и углом атаки а , в 
точке х,). Аналогично соотношениям (6) и (7) вы­
пишем выражения для других величин:

v nc= Vy\ cosd  -  £/0sin 9  + cozx = t /cs in a c, (8)

U2 = V2 + V2с ус ХС1 (10)
где а с -  угол атаки, пересчитанный к центру 
крыла.

Формулы (1)—(10), имеют общий вид и спра­
ведливы при любых кинематических параметрах 
и формах крыла. Они могут быть использованы 
для оценки тяги и КПД крыла численными мето­
дами, что очень громоздко и требует определен­
ной квалификации в области вычислительной ма­
тематики.

Для каждого конкретного набора кинематиче­
ских параметров формулы (1) и (2) могут быть 
упрощены путем процедуры усреднения в каж­
дом члене. В результате без большого труда может 
быть получен набор расчетных формул и с доста­
точной точностью использован для оперативной 
оценки гидродинамических сил и коэффициента 
полезного действия, развиваемых крылом. При­
ведем эти формулы для случая гармонических ли­
нейных колебаний и гармонического угла атаки:

У \= у  о sin со/, a  = a 0 cos со/. (П)

Формула (1) может быть представлена в форме 
коэффициентов тяги

СТ = 2 F xc 

P SU 2
Сп + С Т2 + СТз + С Т4 + С Т5 + С Т6. (12)

Входящие в формулу (12) коэффициенты тяги 
имеют вид:

0С = a c + 9 = arctg (VyC/Vxc), (9)

v V_  а и пс г ус _  а 
°Г1 '- 'y l г 2 у 1

и \о

Уп 1 Vyl
и \

+ B!+2?2“t“7?3+-84

уп\ Vyi a0(2 \ l  + l )'/2

U i 2 Ш 2р
1 +-

0.25

( 2 1 2р ~ 1)

0.0625 

(2А2 +  1 ) 2
• + - 0.0234 0.0146 0.0086

(2А2 - I ) 3 (2 ? ^ + 1 )4 (2Aji + l ) 5
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В\ -  в 0
У2 (2А2 + 1 ) 5А

{ | 1.094 | 1.128 | 0.7 0.314

а0^р

(2А2 + 1 )2 (2А2 + 1 )4 (2А2 + 1 )6 (2А2 + 1 )8

0.075

V2 (2А2 +1)^2

1 | 0.469 | 0.308

В 2 В 0

В-, = В п

2 V2A3

(2А2 + 1 ) ^  

2 V 2 a0A"

1 + - - L25 + -

(2А2 + 1 )2 (2А2 + 1 )4 (2А2 + 1)

2.188 , 2.461 , 3.384 , 2.964

(2А2 + 1)^2
1 +

(2А2 + 1 )  (2А2 + 1 )2 (2А2 + 1 )3 (2А2 + 1 )4 (2А2 + 1 ) ‘

0.75 0.938 0.82 0.923 , 0.457

В А — В  П

B 0 = (Sh0) 2X 2

а2оК

У2(2А2 + 1 )'Л

с Т2 = l c t -

(2Ар + 1) (2А2 + 1 )2 (2А2 + 1 )3 (2А2 + 1 )4 (2А2 + 1 ) :

{ , 0.25 ; 0.188 | 0.117 | 0.103

(2А2 + 1 )  (2А2 + 1 )2 (2А2 + 1 )3 (2А2 + 1 )4

2 m2т *'\ b vncsinQc

pSb ,1 U20
= I с%

pSb
■ (1 / Х ) ( В1- В 2 - В 3 - В Л)

Ьшг Vvc
с  г, = - С »  —  = ~Са/ ( М Х ) (В \  +В2+ В 3 +В4),

и о

СТ5 -  А ть_х 1 +- 0.25

л Z?2 со_ sin 0. , /  1
  -  = -С “г(1/Х2) \ - В 2 - —В 3

U 2 "  I  2  3

0.01470.0625 _+ 0.0234 0.0085

+А

+А Т  5-3

1.5+-

Т  5-2

5.5

(2А| + 1 )  (2А|> н-1 ) 2 (2А р + 1 )3 (2А> + 1 )4 (2А | + 1 ) ;

0.54690.5 + - 0.564 _+ 0.3494

(2Ар + 1 )2 (2Ар + 1 ) 4 (2А|, + 1 ) е

a o(2Af  + 1)

А р

15.641

n c j  0.2344 , 0.1538 , 0.0375
(J. J  Н----------------------1------------------- г •

(2Ар + 1 ) 4 (2А2 + 1)4 (2Ар + 1 ) (

; 33.516 ( 62.285 | 96.08 ; 169.55

(2Ар + 1 )  ( 2 А |+ 1 ) 2 (2А р+ 1 )3 (2Ар + 1 ) 4 (2А ,̂ + 1 )5 (2А|>+ 1 ) е

2 а 0(2Ар + 1)
1.5 + -

4.5 10.83 + 20.1 34.56 51.08

1.5ао(2Ар + 1 )2

А2

+А Т  5-4

0.5

‘р

0.688

1.5 +

(2Ар + 1) (2Ар + 1 ) 2 (2Ар + 1 )3 (2А|>+1 ) 4 (2А| + 1)

3.5 6.89 -+ 10-83 - + - 16.13 20.28

(2А р+1) (2Ар + 1 )2 (2Ар + 1 )3 (2 А р + 1 )4 (2Ар + 1 )5

2.234 2.793 5.935 6.863 11.3

(2Ар + 1) (2Ар + 1)2 (2Ар + 1 ) 3 (2А р+1)4 (2 А ^ + 1 )5 (2Ар + 1 ) (

2 а 0(2Ар + 1)

Аг
0 . 5 -

0.563 1.547 1.676 3.142 3.192

(2Ар + 1) (2Ар + 1 )2 (2Ар + 1 )3 (2Ар + 1 )4 (2Ар + 1 ) ;
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1 + -
1.25 2.188 2.461 3.384 2.964 2.795

+А

(2Ар + 1 )  (2Ар +  1 ) 2 (2Ар +  I ) 3 (2Ар +  1 ) 4 (2А> + 1  ) 5 ( 2 А |  + 1 ) 6

а 0(2А р + 1 )
Т 5-5  *

Аг
1 + -

0.75 0.938 0.82 4.219 0.457

(2А| + 1) (2Ар + 1 )2 (2А^ + 1)3 (2Ар + 1)4 (2А^ + 1 )5

а 0(2А> + 1)2
1 + -

0.25 0.188 0.117 0.103

+А Т  5-6 0.5 +

(2A p+ l) (2Ар + 1)2 (2Ар + 1 )3 (2Ар + 1 )4 

0.547 , 0.564 , 0.349

(2Ар + 1) (2Ар + 1) (2Ар + 1)

+ +

Здесь:

к  ао V(27v1 + 1)
1 Г5-1

1Т 5-2  '

1 Т  5-3

2 2V2A р

V2(Sh0)2a0'\2pX2

2  (2Ар + I ) 2V(2Ap + 1) 

тг 8V 2(Sh0)4X,PX 4

2  (2Ар + 1 )5V(2Ар + 1)

7’с_4 — ‘

1Г5-6  ■

4 V 2 (S h 0)4a 0l p X 4

(2 А£ + 1 ) У (2 Ат> + 1 ) 

2 ^ ( S h 0) 2\ \ X 2 

(2 Ар + 1 ) 2 У (2 А̂ , + 1 ) 

5 ^ { S h 0) 2al'k2PX 2 

(2 А7, +1  ) 2 V (2 А|. -г 1 )

сгб = -с H2co s9  С V (2Ар + 1)

6/ У2 Ап

1 + - 2Ап

2АР

1 - -
0.0625 0.0146

(2Ар + 1 ) 2 (2Ар + 1 )4
+

0.25 0.0234 0.0085

(2Ар + 1) (2Ар + 1 )2 (2А р+1)5

Здесь и далее введены обозначения 57z0 = 

число Струхаля, АР = + 2 - ,  С = 2(Сп+ С Д  С., Ср -

оой

ип

шу о

Получим расчетные формулы для коэффициен­
тов мощности. Выражение (2) с учетом (4) и (5) 
может быть представлена в форме коэффициен­
тов мощности:

коэффициенты трения и формы крыла соответ-
„  х ственно, А = —

•Ср = - ■ — Ср[ + Ср2 +  Срз + Ср4 + Ср5 + 

Срб + Ср7 + Ср& + Срд + Срю + Ср! 1 .

pS2 Uq (13)
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Входящие в формулу (13) коэффициенты мощности имеют вид:

ПУШ КОВ и др.

Cpi
2т* Vycd (v nc cosfl) 

pSU 30 dt
= A P \ '

2 a nA'

0 .5 + -
0.375 0.4688

(2Ap + 1 ) (2Ap + l ) 2

0.4102

(2Ap + l ) 3 

0.2283

0.4615 

(2Ap + 1 ) 4 

0.15

- 2 A ,

0.5*--

(2Ap + l ) 5 (2Ap + l ) 6 

0.375 , 0.4688 0.4102

+ -

(2Ap+ 1) (2Ap + 1 )2 

0.4615 0.2283

(2Ap + 1 )4

3Ap 2 a0 ctg Ap

(2A| + 1 )

(2Ap + 1 ) 3

__________ | 0.15

(2Ap + 1 ) 5 (2Ap + 1 )6

0 5 _!— (L5469— ^ 

(2Ap + 1 )2

0.564 , 0.3494
+ -

+

+ a 0(2Ap + 1 ) 0 .5-■

(2Ap + 1 )4 (2Ap + 1 )6

0.125 , 0.0938 0.0586

(2Ap + 1) (2Ap + 1 )2 (2Ap + 1 )3

0.25-
0.75 0.586 0.8204 0.6922

(2Ap + 1) (2Ap + 1 )2 (2Ap + l ) 3 (2Ap + l ) 4 

0.25 , 0.1875

agAp(2Ap + 1)
1 + -

(2AJ + 1) (2Ap + 1 ) 2 

0.1172 , 0.1025

- +

(2Ap + l )  (2Ap + 1)

A Pi -
2m* V2(Sh0)2X

PSb  (2Ap +  l ) V ( 2 A p  +  l )
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 ̂ _ c ; VycvXcvyc _ 4
(-'Р2~ , — ^Р21

и \

0.5 + -
0.625 1.094 1.23 1.692

( 2 А > + 1 )  ( 2 А р + 1 ) 2 ( 2 А р + 1 ) 3 (2Ар + 1 ) 4

1.482 1.4 1.047

- +

( 2 А р + 1 ) 5

а 0(2А2 +  1 ) 3

8lp(Sh0) 2X 2

а 0(2Ар +1)

0.5 +

( 2А р +  I ) 6 (2Ар + 1 ) 7 

0.125 0.0313

+-

( 2 А |  + 1 )  ( 2 А р + 1 ) :

0.0117 0.0073

- +

Ае

0.5 +

+-

(2Ар +  1 ) 3 

0.378

(2Ар + 1 ) "

0.4688

(2Ар + 1) (2Ар + 1 ) 2 

0.41 0.461

4А>

0 .5 +  ■

(2Ар +  1 ) 3 (2Ар + 1 ) ‘ 

0.5469 , 0.564

( 2 А р + 1 ) 2 

0.3494

- + -

а 0(2Ар + 1 )

4А3Р
0.5 + •

(2Ар + 1 ) '  

0.157

чб (2Ар + 1 )8

0.2344 , 0.1538

(2Ар + 1 ) f
+

(2Ар + 1 ) 2
- + ■ 0.0375

Зад
4АР

0.5
0.833 - + -

(2 А р + 1 ) 4 (2Ap + l ) f 

2.052 1.64

(2AJ + 1) (2Ар + 1 )2 (2 А р + 1 )3

2.068 1.98 , 1.75 1.396

А — Г а Л р 2 и у

( 2 А р + 1 ) 4 (2Ар + 1 ) 5 

4У2(67г0)2АрХ2

(2Ар + 1 ) 2 V(2Ap +  l )

- + -
(2Ар + 1 ) 6 (2 А р +  I ) 7
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С Р, =  С “ ~
2т * '\ b v ncVyc co s0 c

PSb ,1 ul
= й РЗ

/ а 0Ар -  2 

(2Лр + 1)

+ 2 а0А;

0.5 + 0.5469 - +  - 0.564 - +  ■ 0.3494

(2Ар + 1)2 (2Ар + 1)4 (2А|, + 1 ) 6

0.375 , 0.46880.5 +
(2А?, + 1) (2А^,+ 1 )2

- +

0.41 | 0.4615 | 0.2283

(2Ар+1)3 (2Ар + 1 ) 4 (2Ар + 1);

0 .5 - 0.375 0.4688 0.42

(2Ар+1) (2Ар + 1 ) 2 (2Ар + 1 ) : 

0.4615 0.2283 0.15

(2Ар + 1)4 (2Ар + 1)5 (2Ар+ l ) f

а 0(2А2 + 1)

Ар

1.5ап

0.5 0.125 - +  - 0.0938 0.0586

(2Ар + 1) (2Ар + 1)2 (2Ар + 1 ) 3

0 .5 - 0.5 0.5468 0.5468

(2А£ + 1) (2Ар + 1 ) 2 (2Ар + 1 ) :

0.564 0.3044 , 0.1876

Ар(2Ар + 1 )

(2Ар+1)4 (2Ар + 1)5 (2Ар+1)6

0 f . 0.3125 : 0.5469 0.41 f

(2Ар + 1 )  ( 2 А р +  1 ) 2 ( 2 А |  +  1 ) 3

0.564 0.3705 . 0.3494

А Р,  =  ( С “ -

«о(2Ар + 1)"

(2Ар + 1 ) 4 

2т * \ V2(Sh0) % X

PS b  / (2А| + 1 )  V(2AJ + 1 )

(2Ар+1)5 (2Ар + 1 ) 6

Ср4= -а ,
u z bVXcV.ус

U l
= А РА

1 + -
0.25 0.1875 0.1172 0.1025

+ (2 а0Ар — 1)

(2Ар + 1) (2Ар + 1 )2 (2Ар + 1)3 (2Ар + 1 ) 4 

0.564 , 0.34940.5+ °-5469 +-
(2Ар+1)2 (2Ар + 1)4 (2Ар + l ) f

+
а 0(2Ар +1)

Ас
0.5 +•

0.234 0.1538

(2Ар + 1)2 (2\2р+\У

+ 4 а0 Ар(2 Ар +1)

0.5 + - 0.375 0.4688 0.41

(2Ар + 1 )  (2Ар + 1)2 (2Ар+1)3

0.4615 0.2283

(2Ар + 1)4 (2Ар+1)'

А ра = - C t
j 2 ( S h 0) 2l PX

(2Ар + 1 )2 V(2Ap + l )
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Ср5 —
Ь со, Kv,.cos б.

z ус  с  _  А .
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В работе [13] численным методом (усовершен­
ствованный метод дискретных вихрей) решена 
задача о колебаниях плоского бесконечного же­
сткого крыла в невязкой и несжимаемой жидко­
сти при следующих кинематических параметрах: 
у { = y 0sinwt, а  = a 0cosoy, Sh0 = 1.0, Ар = 1.0, а 0 = 
= 10° = 0.1745 рад. При этих же кинематических 
параметрах проведены вычисления коэффициен­
тов тяги, мощности и КПД для того же самого кры­
ла по приведенным формулам. Присоединенную

* Р ^ Ь 2массу крыла вычисляли по формуле т —-------- ,
приведенной в работе [11]. На рис.1 показаны

сравнительные данные для коэффициентов тяги. 
Там же приведены вычисленные по формулам ко­
эффициенты мощности, а на рис. 2 -  коэффици­
енты полезного действия.

Можно сделать вывод, что согласие результа­
тов вычислений по нелинейной теории и по при­
веденным формулам вполне удовлетворительное, 
по крайней мере, при положении оси вращения 
в пределах хорды крыла. Некоторое расхождение 
результатов на верхней границе диапазона поло­
жений оси вращения можно объяснить большой 
величиной мгновенного угла атаки, о чем свиде­
тельствует график на рис. 2 (J).
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Рис. 1. Сравнение значений коэффициентов тяги -  
Ст, рассчитанных численным методом ранее [13] (1) 
и вычисленных по приведенным формулам (2). Пред­
ставлены также значения коэффициентов мощно­
сти -  Ср (5), вычисленные по формулам. На рис. 1 и 2 
по горизонтальной оси отложено d -  расстояние оси 
вращения крыла от передней кромки в хордах крыла.
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Hydrodynamic Forces Exerted by Wing as a Function  
of the Pitch-Axes Location. Thrust, Power and Efficiency 

at Harmonic Changes in Angle of Attack
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The approxim ate expressions o f hydrodynamic forces were used to construct a m athem atical model o f 
flat and rigid wing o f different shape and aspect ratio at variable pitch-axes location and heaving and high 
pitching am plitudes. A specific feature o f  this model is the use o f the first order aerodynam ic derivative 
coefficients and kinem atic parameters. The formulas were derived to calculate the thrust and efficiency 
when the wing angle o f  attack varies harmonically. The results o f  the calculations well agree w ith nu­
m erical solutions.
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